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Survival is certainly a necessary aim of society,
but without at the same time keeping alight the
flame of the highest intelectual endeavors

it is not worth the effort.

Subrahmanyan Chandrasekhar

Predgovor

Fizika je v ve¢ji ali manj$i meri pomembna pri prakticno vseh problemih, s katerimi se ukvarja
gradbena stroka. Osnove fizike spoznajo Studenti gradbeniStva v prvem letniku Studija pri predmetu
Fizika. Znanje, ki ga pridobijo pri tem predmetu, jim omogoca boljse razumevanje snovi pri predmetih
v vi§jih letnikih, ki so specifi¢ni za Studij gradbenistva.

Pric¢ujoc¢i ucbenik Osnove gradbene fizike bolj poglobljeno obravnava tista podrocja fizike, ki so
Se posebej zanimiva za gradbenike. To so tako imenovani transportni pojavi: prenos toplote, prenos
snovi ali difuzija in prenos gibalne koli¢ine ter s tem povezan pojav viskoznosti. Zadnje, dokaj obsirno
poglavje je posveceno zvocnemu valovanju.

Prvo poglavje v ucbeniku obravnava prevajanje toplote skozi konstrukcijske sklope in prenos toplote
s sevanjem med razlicnimi povrSinami. Nekaj prostora je namenjenega tudi uporabi fazno spremenljivih
materialov v razli¢nih konstrukcijskih elementih. Podane so osnovne enacbe za dvofazni Stefanov pro-
blem in ustrezne resitve v okviru linearnega priblizka. Celotna problematika prenosa toplote je obdelana
dovolj podrobno, da omogoca Studentu samostojno reSevanje problemov in je Se posebej aktualna v
danasnjem Casu, ki prinaSa na tem podrocju nove izzive in priloznosti v obliki energetskih izkaznic.

Difuzija vodne pare skozi porozne materiale je obdelana v drugem poglavju, kjer so opisane osnovne
enacCbe za primer stacionarnega stanja. Podobno je naslednje poglavje: v njem je podana fizikalna analiza
transporta vlage v poroznih stenah, ki so v stiku z vlazno zemljino. PovrSinska napetost vode in z njo
povezani kapilarni dvig sta pomemben vzrok vlage v zgradbah, ki negativno vpliva na mehanske in
termodinamske lastnosti materialov ter posledi¢no na dobo trajanja objektov.
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Nacrtovanje akustike prostorov in zascite pred hrupom zahteva poznavanje fizikalnih pojavov pove-
zanih z razSirjanjem in absorpcijo zvoka v snovi. Ultrazvok s pridom uporabljamo na primer pri iskanju
in prepoznavanju defektov v gradbenih elementih ali pri kvantitativni analizi strjevanja cementnih past.
Vse to in Se vec so razlogi za vkljuditev zvocnega valovanja v ucbenik gradbene fizike.

Na koncu naj Se enkrat poudarimo, da je namen uc¢benika poglobljena obravnava tistih fizikalnih po-
javov, ki so pomembni za gradbeno stroko. Poudarek je predvsem na razumevanju pojmov in matemati¢no-
fizikalnih metod, ki se pri tem uporabljajo. Pri Studiju bralcu pomagajo Stevilni reSeni praktic¢ni primeri,
ki ga hkrati napeljujejo na samostojno reSevanje podobnih nalog, na katere bo slej ko prej naletel v
praksi. Ucbenik torej ni zbirka empiri¢nih ali kvazi-empiri¢nih formul z navodili za njihovo uporabo,
ampak ponuja temelj fizikalnih znanj, ki so potrebna za samostojno prakti¢no in raziskovalno delo v
gradbeni stroki.

Ljubljana, februarja 2014
Joze Peternelj
Zvonko Jaglici¢
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1 Prenos toplote

Fizikalni procesi, ki omogocajo prevajanje (kondukcijo) toplote v snovi, so trki med molekulami in
atomi snovi. Pri prenosu toplote, pri katerem je prevajanje samo eden od mehanizmov, moramo to
ugotovitev dopolniti Se s spoznanjem, da se toplota v kapljevinah in plinih lahko prenasa z enega mesta
na drugo tudi z makroskopskim gibanjem snovi. V tem primeru govorimo o naravni ali prisilni (vsiljeni)
konvekciji. Pomemben nacin prenosa toplote je tudi sevanje segretih teles, pri katerem se toplota prenasa
z elektromagnetnim valovanjem. V praksi vsi trije nacini prenosa toplote velikokrat nastopajo hkrati.

1.1 Prevajanje (kondukcija) toplote

Osnovno znacilnost prevajanja toplote vsebuje drugi zakon termodinamike, ki ga lahko opiSemo tako:
toplota tece sama od sebe od mesta z visjo temperaturo k mestu z nizZjo temperaturo. Porazdelitev tem-
perature v snovi opredelimo tako, da za vsako toc¢ko () povemo vrednost temperature in njeno odvisnost
od ¢asa (t). Ce temperaturo oznac¢imo s simbolom 7', to v matemati¢ni obliki zapiSemo kot 7" = T'(7, t).
Da bo racun ¢im enostavnejsi, vzemimo, da je temperatura odvisna le od koordinate = in Casa t, to je
T =T(z,t).

S=const.

/////////////
P(x,t)

S
7

VAN A

0 X x
Slika 1.1: Toplotni tok skozi palico, ki je ob straneh toplotno izolirana, tece le v smeri osi x

Obravnavali bomo torej prenos toplote v palici, v kateri se temperatura spreminja le vzdolz palice
s stalnim precnim presekom S. V ta namen si lahko predstavljamo, da je palica ob straneh toplotno
izolirana (slika 1.1). Koordinatno os x usmerimo vzdolZ palice s koordinatnim izhodi§¢em na enem od



2 1 Prenos toplote

njenih koncev. Toplotni tok P(x,t) je definiran kot mnozina toplote, ki se v ¢asovni enoti prenese skozi
precni presek palice na oddaljenosti = v trenutku ¢. Torej,

dQ

P("I,',t):E,

(1.1)

pri Cemer smo toploto oznadili s ¢rko (). Zakon o prevajanju toplote nam pove, da je toplotni tok tem
(slika 1.2). Sorazmernostni faktor, ki ga navadno oznacimo z A, imenujemo toplotna prevodnost snovi,
in je v sploSnem odvisen od temperature. Ta koli¢ina je znacilna za dano snov in nam pove, kako dobro
snov prevaja toploto. Ce temperaturne razlike niso prevelike, smemo temperaturno odvisnost toplotne
prevodnosti zanemariti in jo obravnavamo kot konstanto. Tako sledi

oT

P=-\§—, (1.2)

oz
pri Cemer nas negativni predznak opozarja, da teCe toplota v smeri pojemanja temperature. [z enacbe
(1.1) sledi, da izrazamo toplotni tok v enotah J/s = W, kar bomo vedno, ko bomo Zeleli opredeliti enoto
za izbrano fizikalno koli¢ino, zapisali tako:

P =W .

T(x, t=const.)
A

~
0 X x+dx X -

Slika 1.2: Temperaturni gradient 07'/0x = dT'/dzx je enak smernemu koeficientu tangente na graf
T (z,t = const) pri koordinati

Iz enacbe (1.2) tudi razberemo, da je enota za toplotno prevodnost [A\] = W/m K. Koristna koli¢ina
je Se gostota toplotnega toka g; to je toplotni tok na enoto precnega preseka palice
P or
A

q:—:

= A (1.3)

in ga obi¢ajno merimo v enotah [¢] = W/m?. Ce v nekem trenutku poznamo porazdelitev temperature
v snovi, nam zakon o prevajanju toplote omogoca, da izracunamo gostoto toplotnega toka na poljubnem
mestu. Zaradi prehajanja toplote z enega mesta na drugo in zaradi zakona o ohranitvi energije (to je
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1. zakon termodinamike) se porazdelitev temperature v snovi v splo§nem spreminja s ¢asom. Da bomo
ugotovili, kako se temperatura na danem mestu spreminja s ¢asom, si izberimo majhen dolzinski element
palice na odseku med x in = + dx (slika 1.3) in poglejmo, koliko toplote prejme v ¢asovnem intervalu
dt. Na toplejSem koncu toplota priteka, na hladnejSem pa odteka, tako da velja

d(dQ) = S (q(z,t) — q(z + dx,t)) dt .

S
/
P(x,t) P(x+dx,t)
— > >
0 X x+dx x

Slika 1.3: Toplotni tok na majhnem dolzinskem elementu palice s pre¢nim presekom S

Po drugi strani pa se zaradi prejete toplote obravnavani del palice segreje, pri Cemer velja,
d(dQ) =pSdxc,dl ,

kjer je p gostota, c, pa specifiCna toplota palice pri stalnem tlaku (za veCino trdnih snovi in kapljevin
se specifi¢ni toploti pri stalnem tlaku in stalni prostornini le malo razlikujeta in obicajno govorimo le o
specifi¢ni toploti snovi ¢). Izena¢imo oba izraza, upostevamo enacbo (1.3) in dobljeno enacbo na obeh
straneh delimo z dt, pa dobimo

or T (x +dz,t) 0T (x,t)
dewcpat—)\S< Ep i .
Izraz v oklepaju na desni strani predelamo tako:

(aT(an;dx,t) 3 aTéi,t)) _ %(T(m+dw7t) () =

= 8% KT(x,t)+ aTé?t) dac+---> —T(x,t)} = 82?;?” de +--- .

Rezultat vstavimo v prej$njo enacbo in dobimo kon¢ni rezultat

or X O°T

E—T%W’ (1.4)

ki doloca casovno spreminjanje temperature v palici zaradi prevajanja toplote od toplejsih delov palice h
hladnejsim. Kvocient

A
X=——
PCp



4 1 Prenos toplote

doloca, kako hitro se izenaCujejo temperature; pravimo mu fermicna difuzivnost snovi. Enota za termic¢no
difuzivnost je [x] = m?/s.

Kakor smo ze omenili, se v teko¢inah toplota lahko prenasa tudi z makroskopskim gibanjem snovi.
Ce tekogino segrevamo na spodnji strani ali jo ohlajamo na zgornji strani, se pojavijo konvekcijski tokovi,
pri Cemer se toplejsi in zaradi tega lazji deli tekoCine dvigajo, na njihovo mesto pa pritekajo hladnejse
zgornje plasti. Voda, ki se pozimi nabira na dnu jezera, ima temperaturo okrog 4 °C, ker ima pri tej
temperaturi najvecjo gostoto. Prenos toplote zaradi konvekcije je veliko hitrejsi od prevajanja.

Preglednica 1.1: Toplotna prevodnost nekaterih snovi pri sobni temperaturi

Snov Toplotna prevodnost A Snov Toplotna prevodnost A
[&x] e
zrak 0,026 srebro 420
voda 0,6 opeka 0,53
led (0°C) 2,2 beton 1,15
steklo 0,4-0,8 les 0,04 -0,4
aluminij 202 pluta 0,07
baker 380 stiropor 0,033
zelezo 75 glina (suha - vlazna) 0,15-1,8
svinec 35

Kakor lahko razberemo iz tabele 1.1, je toplotna prevodnost kovin sorazmerno velika. To je zato, ker
se pri kovinah toplota v glavnem prenasa s termi¢nim gibanjem prostih elektronov, ki imajo hitrosti okrog
10° m/s, medtem ko so termigne hitrosti molekul in atomov od nekaj 100 m/s do priblizno 1000 m/s.

1.2 Toplotni tok v stacionarnem stanju

Vzemimo homogeno palico z dolzino [ in stalnim precnim presekom S (slika 1.4). Nadalje bomo vzeli,
da je temperatura na konceh palice stalna. Na enem koncu naj bo 71, na drugem pa 7> < 77. Toplotna
prevodnost snovi je v splosnem odvisna od temperature, a Ce razlika 77 — 75 ni prevelika, lahko recemo,
da je X konstanten vzdolz palice.

[ /[ /S /L

T(Or t) = 7-1 ? T2= T(l ’ t)
VYAV AV AV Y YAV AN VAV,
0 X I x
Slika 1.4: Homogena palica. Plas¢ palice je toplotno izoliran, tako da toplotni tok P tece le v smeri osi

x.
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Koordinatno os & usmerimo vzdolz palice in koordinatno izhodi§Ce postavimo na tisti konec, ki ima
temperaturo 77. Ker sta temperaturi na koncih palice stalni, se v njej slej ko prej vzpostavi stacionarno
stanje, za katero je znacilno, da je temperatura v palici odvisna le od koordinate x, ni¢ pa od ¢asa ¢, tako
daveljaT = T(z), T(0) = Ty in T'(I) = T». Toplotni tok, ki tece skozi palico, zapiSemo v skladu z

enacbo (1.2)
dr
P=¢S=-)\S— (1.5)
dx
in je neodvisen od koordinate x. To sledi iz predpostavke, da je temperatura v palici neodvisna od Casa,
kar pomeni, da se toplota nikjer ne kopici niti ne izgublja. V nasprotnem primeru bi se temperatura v

palici spreminjala s casom. Enacbo (1.5) integriramo in dobimo

P

—z

AS T

pri Cemer smo upostevali robni pogoj T'(x = 0) = T(0) = T;. Rezultat nam pove, da temperatura v
palici v stacionarnem stanju pojema linearno v smeri toplotnega toka.! Ce upostevamo $e drugi robni
pogoj T'(z = 1) = T'(I) = T, lahko toplotni tok skozi palico zapiSemo v obliki

T -1,

T(Jj) = Tl —

P=XS

ali
=Ty Ty T3

=—7—=—7,
As

P=SU(T, —Ty)

kjer smo definirali toplotno upornost palice

l
R=— 1.6
1S (1.6)
in njeno toplotno prepustnost

U="=2. (1.7)

N‘y

Obicajna enota za toplotno prepustnost U sledi iz definicije in je [U] = W/m? K. Ce je toplotna prepust-
nost palice 2,5 W /m? K, to pomeni, da skozi vsak m? preénega preseka tece toplotni tok 2,5 W, kadar je
med njenima koncema temperaturna razlika 1 K. Podobno sledi enota za toplotno upornost iz definicije
te koli¢ine in je [R] = K/W. Toplotna upornost palice, na primer 15 K/W, pomeni, da tece skozi palico
toplotni tok 1 W, ¢e je med njenima koncema temperaturna razlika 15 K. Zveza med obema koli¢inama
je razvidna iz enacb (1.6) in (1.7) in je .

U= 7S (1.8)
Primer 1.1: Doloci toplotni tok in potek temperature v veCplastnem zidu za stacionarno stanje! Zid je
sestavljen iz ve¢ homogenih plasti, ki imajo vse enak precni presek S ter debeline l; in toplotne prevod-

nosti \;. Temperaturna razlika med eno in drugo stranjo zidu je Ty — T (slika 1.5).

S . N . . . L2 o "
"To sledi tudi neposredno iz enacbe (1.4), ki se v stacionarnem stanju poenostavi v ¢-% = 0 in ima resitev T' = a x + b,

dx2
kjer sta a in b konstanti, ki ju dolo¢imo z robnimi pogoji.



6 1 Prenos toplote

Resitev: Nalogo najhitreje resimo, ¢e enacbo (1.5) prepiSemo v obliki

dT dT
p=-% -2

dz

£ dR

Obe strani pomnozimo z dR in integriramo, pa imamo
1 d lit-+in d T>
P/dR:P / i+...+/ z :_/ JT
0 A1 S lit++In—1 AN S Ty

Ty Ti-T, T — Ty
R Ri4--+Ry g4 45

ali
P

Iz gornjega rezultata sledi, da se toplotni upori zaporednih plasti seStevajo. Celoten toplotni upor vecplastnega
zidu je enak vsoti toplotnih uporov posameznih plasti

1 In
R=R i Ry = —— 4oy
1+ + RN /\15+ +)\NS

Ce upotevamo enacbo (1.8), lahko podobno zvezo zapiemo tudi za toplotno prepustnost ve¢plastnega zidu.
Gornjo enacbo na obeh straneh pomnozimo s .S, kar nam da

RS=RiS+---+RnS

ali

L1
U U Un

1=

T, P T,<T,

Y S =

Do I Lo

0 5 L+, X=lH+ X

a)
Tl T(RIA

Df---Toe-

Y
X

: | !
|
: : L
0 x=l o+ L+l X 0 R+R* .. +R, R

b) c)

2

Slika 1.5: Potek temperature v vecplastnem zidu za stacionarno stanje
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Enatba P = —dT'/dR nam omogoca, da preprosto izraGunamo temperaturo 7'(x) v poljubni to¢ki v zidu,

namre¢
R(z) T (x)
P/ dR = —/ aT .
0 T

Naj lezi izbrana tocka v ¢—ti plasti tako, da velja x = 1 + --- + l;_1 + x;, pri cemer meri z; oddaljenost
tocke od levega roba i —te plasti. Tedaj imamo

P<R1+"'+Ri_1+>fis) =T —T(x) .
P
T(%)ET([1+‘~'+li—1+‘fCi):[Tlfp(R1+"'+Ri_1)]*W(£i.

Izraz v oglatem oklepaju na desni strani zadnje enacbe je o¢itno 7'(l; + --- + [;_1), to je temperatura na
meji med ¢ — 1 in ¢-to plastjo. Gornjo enacbo tako lahko prepiSemo:

T(ll++lz_1+xl):T(ll++ll_1)fﬁl'z .

Iz enacbe razberemo, da v vsaki plasti temperatura v smeri toplotnega toka pojema linearno. Strmina
premice je obratno sorazmerna s toplotno prevodnostjo plasti. Cim manjsa je toplotna prevodnost plasti,

tem strmej$a je premica v izbrani plasti (slika 1.5). Po drugi strani pa iz enacbe P = —dT'/dR prav tako
sledi, da potek temperature na grafu, na katerem na ordinatno os nanasamo temperaturo, na abscisno os pa
toplotno upornost, predstavlja ena sama premica z naklonskim koeficientom d7'/dR = —P.

Enako kakor skozi vecplastni zid lahko obravnavamo prehod toplote tudi skozi plast, katere pre¢ni
presek se spreminja v smeri toplotnega toka. Kot primer vzemimo krogelno lupino, v notranjosti katere
vzdrzujemo temperaturo 77, medtem ko je temperatura zunaj enaka 75 < 7. Zaradi krogelne simetrije
velja T' = T'(r) in toplotni tok skozi povrsino krogle s polmerom 71 < 7 < rg, pri Cemer sta 71 in 79
notranji in zunanji polmer krogelne lupine, je enak

b dT dr  dr
~ T Tdar T T _ar T T gpc
AS(r) Admr? dR

Enacbo preuredimo in integriramo, pa dobimo

9 T
b [ [,
r AMmr uil

Ty =T, =T,
P = R =71 /1 Ty °
ol — )
1z zadnje enacbe razberemo, da je toplotna upornost homogene krogelne lupine enaka
_ 111
AT AT T

Ce je lupina zelo debela (ry — o0), sledi P = 47 A1y (Th —Tr)inR=1/4mAry.
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Primer 1.2: Naj bo krogelna lupina sestavijena iz dveh plasti s toplotnima prevodnostma A\ in Ay (slika
1.6). Doloci toplotni tok in toplotno upornost, ce je znotraj lupine temperatura I, zunaj pa Ty < T} in
Ce so ustrezni polmeri krogelnih plasti 1 < ro < 13!/

Resitev: Racunamo tako kakor v primeru 1.1. Tako imamo

2 dr T3 dr
P = = V=7 -T
(/ 477/\1r2+/m 47r)\27“2) Lz

in

p_ T =T _ =T
- 1 1 1 1 1 1\ — )
Ten Gy~ ) T, (5 —5y) Bt Re

to je v skladu s prejS$njo ugotovitvijo, da se toplotne upornosti zaporednih plasti sestevajo.

Slika 1.6: Prenos toplote skozi krogelno lupino. Gostota toplotnega toka ¢(r) = £ kaZe v radialni

42
smeri pravokotno na izoterme, ki so koncentri¢ne krogle.

Primer 1.3: Vzemimo kos ledu v obliki krogle in ga potopimo v vodo s temperaturo T1 > 0°C. Doloci
hitrost taljenja ledu v nekem trenutku ob predpostavki, da je temperatura ledu 0°C in da ni konvekcije!

Resitev: Ker sta led in voda pri atmosferskem tlaku v toplotnem ravnovesju pri 7 = 0°C, ima plast vode tik ob
povrsini ledu temperaturo 0 °C. Na veliki oddaljenosti od ledu pa ima voda temperaturo 73 . Toplotni tok je
torej usmerjen radialno navznoter v smeri proti sredis¢u ledene krogle. Toplota, ki jo led prejme v ¢asovnem
intervalu dt, se porabi za taljenje ledu, tako da velja

Pdt=q dm

kjer je g; specifi¢na talilna toplota ledu. Vzemimo, da je polmer ledene krogle v izbranem trenutku enak
r. V tem primeru je toplotni tok, ki ga prejema povrsina ledu, enak P = 47 Ar (T} — Tp). Hitrost taljenja
dm/dt je torej

dm _ AmAr (T —Tp)
dt q ’
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Pri r = 10cm, 77 = 10°C in ¢e upostevamo, da je toplotna prevodnost vode enaka 0,6 W/mK, sledi
dm/dt = 0,02 g/s. Racun lahko nadaljujemo, &e zapiSemo m = 4= 3 p; inr = (ﬁ)l/?’ m!/3, kjer smo
z p; oznacili gostoto ledu. Izraz za r vstavimo v gornjo enacbo; ko jo preuredimo, imamo

dt .

dm __< 3 )1/3 Ar A (Ty — Tp)

ml/3 47 py q

Enacbo integriramo,

m 1/3 t
4 T, — T
dm :_< 3 ) T A (Ty (J)/dt7
0

ml/3 47 p q

mo

kjer je mo zacetna masa ledu. Sledi

ATy —To)rot\*/?
m(t) = mg (187r (7 0) 7o ) ,
3mo qe
pri Gemer je 7o zatetni polmer ledene krogle. Ce izberemo o = 10cm, je mg ~ 4kg in &as taljenja take
krogle pri opisanih pogojih sledi iz enacbe m(t) = 0. Tako dobimo
3mo qu 3-4kg-336-103Jkg™!

t= = ~27-10°s~ 74h =~ 3dni .
STATo(T1 —Tp) 870,6Wm—K-1-0,lm-10K ® -

Podoben primer je izhlapevanje vodne kapljice v zraku. Vodna kapljica je obkrozena s tanko plastjo nasi¢eno
vlaznega zraka in para se zaradi difuzije pocasi razsirja v okoliski zrak. To povzroca nadaljnje izhlapevanje
kapljice. Toploto, potrebno za izhlapevanje, dobiva kapljica iz zraka. Pri tem igra pomembno vlogo meha-
nizem prestopa toplote iz zraka na kapljico.

1.3 Prestop toplote s telesa na okolisko teko€ino in nasprotno

V praksi veckrat naletimo na prestope toplote s povrSine telesa na okoliSko tekoCino in nasprotno. Kot
primer vzemimo ravno steno, ki meji na zrak. Temperatura povrSine stene, ki meji na zrak, naj bo
konstantna po celotni povrsini in enaka 77, temperatura zraka na veliki oddaljenosti od stene naj bo prav
tako stalna in enaka 7 < 77. V stacionarnem stanju je porazdelitev temperature v zraku blizu stene
prikazana na sliki 1.7. Skoraj celotna temperaturna razlika 77 — T je omejena na sorazmerno tanko
plast zraka ob steni, tako imenovano termalno plast. Ce vzamemo, da zelo tanka plast zraka tik ob steni
miruje, je gostota toplotnega toka iz stene v zrak enaka

dr
A

I Yt 1.9
i (19)

q =
kjer je A toplotna prevodnost zraka in je koordinatna os = pravokotna na steno, kamor smo postavili ko-
ordinatno izhodisce. Plasti zraka, ki niso tik ob steni, ne mirujejo in tam se toplota prenasa s kondukcijo
in s konvekcijo. Hladnejsi zrak (7p) se zaradi toplote, ki jo oddaja stena, segreje, postane redkejsi in se
ob njej dviga ter tvori laminarno mejno plast, e temperaturna razlika 77 — Ty ni prevelika. V nasprot-
nem primeru so hitrosti prevelike in gibanje zraka v mejni plasti lahko postane turbulentno. V enem in
drugem primeru govorimo o naravni konvekciji. Lahko pa gibanje zraka dodatno pospesujemo, na primer
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z ventilatorji, in tedaj govorimo o prisilni ali vsiljeni konvekciji. Nalogo je prvi resil H. Pohlhausen leta
1921. V navadi je, da gostoto toplotnega toka (1.9) zapiSemo v obliki

q="h(T1 —Tp) , (1.10)
kjer koeficient h imenujemo toplotni prestopni koeficient. Enota zanj je razvidna iz definicije in je

[h] = W/m?K .

Slika 1.7: Prenos toplote s stene na zrak

Prestopni koeficient nam pove, koliko toplote odda v &asovni enoti vsak m? stene, e je temperaturna
razlika med steno in okoliskim zrakom (77 — Tp) enaka 1 K. Prestopni koeficient se obic¢ajno zapise tako:

A
h=Nu-— 1.11
u (1.11)

kjer je H viSina stene, A toplotna prevodnost zraka in Nu tako imenovano Nusseltovo stevilo, ki opre-
deljuje prestop toplote s stene na zrak ali nasprotno. Za navpi¢no ravno steno viSine H in naravno
konvekcijo Pohlhausnov racun pokaze, da je

o1 —-To\
Nu = 0,480 <9V2 o “) =0480G"/* .
1

Tako smo definirali §e eno Stevilo, in sicer Grashofovo stevilo,

. gH3 Tl—T()

G
14 2 T1 ’

kjer je v = n/p kinematicna viskoznost zraka (1 je viskoznost in p gostota zraka), g pa tezni pospesek
(9,81 m/s?). Vzemimo, da je temperatura stene 73 = 303K (30°C) in Ty = 293 K (20°C) ter visina
stene H = 3 m. Upostevamo $e, da je kinemati¢na viskoznost zraka v = 0,15-10~4m? /s. V tem primeru
je vrednost Grashofovega stevila G' =~ 4 - 10'°, vrednost Nusseltovega $tevila pa Nu ~ 215. Ustrezna
vrednost za prestopni koeficient je v tem primeru h = 215- 0,026 Wm ' K~!/3m ~ 2 W/m?K.
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V enacbi (1.9) zapiSimo temperaturni gradient v obliki (glej sliko 1.7) dT'/dx|z—o = —%; tedaj
smemo reéi, da je & merilo za §irino termalne plasti. Ce izena&imo izraza (1.9) in (1.10) ter upostevamo

(1.11), sledi
Tn-Ty . A
A 75 = Nu E (Tl To)
in
_ A _ 1"
~ Nu 048 GU/4°

Ce vzamemo H = 3m in vrednost Nusseltovega 3tevila, ki smo jo izradunali zgoraj, dobimo & ~ 1,4 cm.
Na splosno velja, da je red velikosti termalne plasti pri naravni konvekciji nekaj cm.

Zelo pogost prestop toplote, zlasti v gradbeni stroki, je prikazan na sliki 1.8. Razlika v primerjavi s
prej$njim primerom je, da temperature povrsin stene niso znane. Kar poznamo, je temperatura zraka na
razdalji od stene (na obeh straneh stene), ki je velika v primerjavi z debelino termalne plasti.

T/\

TOL" ﬁ

A\ 4

Slika 1.8: Prenos toplote skozi navpi¢no steno z upostevanjem termalnih plasti

Naj bo temperatura zraka na levi strani stene Ty, na desni pa Top < Ty, tako da tece toplota iz
zraka na levi strani na steno, nato imamo prevajanje toplote skozi steno in prestop toplote s stene na zrak
na desni strani. Nalogo lahko reSimo numeri¢no s posplositvijo Pohlhausnove metode ob predpostavki,
da je tok zraka v termalnih plasteh na eni in na drugi strani stene laminaren. Na levi povrSini stene se
zrak ohlaja in polzi navzdol, na desni povrSini pa se segreva in se dviga navzgor. Pokaze pa se, da ne
naredimo velike napake (pri stenah z veliko prevodnostjo manj od 1 %, pri opecnih ali betonskih stenah
pa manj od 10%), ¢e zanemarimo, da se temperatura povrSin stene spreminja z visino in racunamo
s povprecnimi temperaturami ene in druge povrsine stene, ki jih moramo seveda izracunati. Naj bo
povprecna temperatura leve povrsine stene 77, desne pa 7o < T3. V stacionarnem stanju zapiSemo
toplotni tok iz zraka na steno, skozi steno in s stene na zrak na desni strani takole:

q:hL (TOL_Tl) y (112)

q=U(T1 - 1T3), (1.13)
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q="hp(Ta —Top) - (1.14)

S Ay, in hp smo oznacili prestopna koeficienta za levo in desno povrsino stene, ki sta v sploSnem razli¢na,
U = 1/RS pa je toplotna prepustnost stene s pre¢nim presekom S. Ce vsako od enacb (1.12) - (1.14)
delimo s koeficientom na desni strani enacbe in tako dobljene enacbe sestejemo, dobimo izraz za gostoto

toplotnega toka v obliki
Tor, — Top
9= 1 - (1.15)
e TU T R

Ce izraz (1.15) vstavimo v ena&bi (1.12) in (1.14) dobimo temperaturne skoke ob povrsinah stene,

Tor, — Top
TOL - Tl - h h
R
in
hr,
Ty —Top = = (Tor, —T1) -
D

Prestopne koeficiente izracunamo tako, kakor smo to opisali prej (enacba 1.11) ob predpostavki, da
imamo opravka z naravno konvekcijo in laminarnim tokom zraka v termalnih mejnih plasteh na eni in na
drugi strani stene. V priblizku povprecnih povrSinskih temperatur sledi

H3 Ty, —Top\"*
NuD) = 0,471 <g L °D> , (1.16)
v Top
TN/
NuP) = NyP) <0D> . (1.17)
Tor
Naj bo stena iz opeke debeline [ = 30cm, viS§ine H = 3m in s toplotno prevodnostjo Ajpera =

0,53 W/mK. Temperaturi zraka izberimo Tp7, = 303K in Top = 288 K. Iz enacb (1.16) in (1.17) potem
sledi Nu(P) ~ Nul) = 235 in h; ~ hp = 2W/m?K, kar je podoben rezultat kakor v prej§njem
primeru. Toplotna prepustnost izbrane stene je Uppeka = Aopeka/! = 1,8 Wm?K in Ty, — T ~
Ty — Top = 4,8 K. In nazadnje, iz enacbe (1.15) izracunamo g = 10 W/m?.

V izbranem primeru so temperaturni skoki ob povrSinah stene sorazmerno veliki, ker so prestopni
koeficienti za ta primer priblizno iste velikosti kakor toplotna prepustnost stene in se celotna temperaturna
razlika med zrakom na levi in desni strani 77, — Tpp priblizno enakomerno porazdeli na termalni plasti
in steno. Empiri¢ne vrednosti prestopnih koeficientov so navadno precej veCje od zgoraj izraCunane
vrednosti. To je zato, ker imamo v praksi velikokrat opravka s prisilno konvekcijo (na primer veter),
ker povrsine sten niso popolnoma ravne oziroma gladke in gibanje zraka v termalni plasti ni laminarno,
ampak turbulentno.

Znatilne vrednosti prestopnih koeficientov so nekje med 10 in 15 W/m?K. Obicajno so prestopni
koeficienti za zunanje povriine sten ve&ji kakor za notranje. Ce vzamemo h; ~ hp = 10 W/m?K,
dobimo pri nespremenjenih preostalih parametrih za gornji primer 1o, — 17 ~ 15 — Top = 2K.
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Primer 1.4: Po Zelezni cevi z notranjim polmerom r1 = 10 cm in zunanjim ro = 10,5 cm se pretaka
vroca voda s temperaturo 17 = 80 °C. Zunanji polmer plasc¢a izolacije je r3 = 20,5 cm in ima toplotno
prevodnost A = 0,056 W/mK. Toplotni prestopni koeficient s povrsine izolacije na okoliski zrak je
h = 4W /m2K. Koliksne so toplotne izgube na enoto dolZine cevi, ¢e je temperatura okoliskega zraka
To = —10°C?

Resitev: Toplotni tok, ki ga oddaja odsek cevi z dolzino L, je

-1

P="rm

pri Cemer smo temperaturo na povrsini cevi oznacili s 75. Toplotni upor izracunamo podobno, kakor mo
opisali v razdelku 1.2 za kroglo, to je

"2 dr T dr 1 T3 A To
R(L) = _— = In(— In{—= .
(L) / )\F627TLT+/TQ X2erLr  27AL <n<rg>+)\pe n(m))
Toplotna prevodnost Zeleza v obravnavanem temperaturnem obmocju (= 100 °C) je okrog 70 W/mK. Zato
je \/Ape = 0,05/70 ~ 7-10~% in smemo drugi ¢len v enacbi za toplotno upornost R(L) zanemariti. To

nam da )
3
R(L) =~ INL In (7*2)

P ATy = Ty)

in

T 9nLrg rsIn (LB)
T2

Po drugi strani pa je gostota toplotnega toka s povrSine cevi na okoliski zrak enaka

q

q=h(T2—Tp) .
1z zadnje enacbe za ¢ izrazimo 7% in vstavimo v prvo, pa dobimo

(A r3) (Th — To)
In ('—5) + Lh” .

T2

Ce vstavimo podatke, sledi

(0,05 Wm1K1/0,205m) - 90K _ )
1= 0,67 + 0,06 ~ S0W/m”

Toplotne izgube na vsak dolzinski meter cevi so torej enake

P

7= 27ry = 38,6 W/m .

Toplota, ki uhaja v okolico skozi plas¢ toplovodne cevi, gre na racun notranje energije vode, zato se ohlaja.
To pa pomeni, da gornji raun velja le za posamezne odseke cevi, ki so dovolj kratki, da ima voda po celem
odseku priblizno enako temperaturo. Gornji racun moramo torej narediti za vsak odsek cevi posebej in za
razlicne odseke moramo vzeti razli¢no temperaturo vode, ker njena temperatura pojema v smeri toka vzdolz
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cevi. Cim kraj$e odseke izberemo, tem natanénejsi bo rezultat. Naj bo toplovodna cev ravna in koordinatno
os x usmerimo vzdolz cevi v smeri toka. Koordinatno izhodis¢e postavimo na tisti konec cevi, na katerem
voda s temperaturo T} vstopa. Vzemimo odsek cevi med z in = + dz. Ce vzamemo, da je tlak vode stalen,
nam prvi zakon termodinamike pove

dmc,dl = —q(z)2mrsdrdt,

pri ¢emer je T = T'(x) temperatura vode na oddaljenosti = vzdolz cevi. Enacbo na obeh straneh delimo z
dt in ozna¢imo masni tok vode dm/dt = &,,; tedaj imamo

2w A
T )\/T3
In (i) + R
pri cemer smo upostevali izraz za gostoto toplotnega toka, ki smo ga izracunali zgoraj in v katerem smo 77

nadomestili s T'. Oznacimo
o [n(2) + 2]

&,y cp dT = — (T —Tp) dz

21 A ;
prvi zakon termodinamike prepiSemo v obliki
ar _ dz
T-T, I

Enacbo integriramo

/T dT 1 /[®
=—— dx
7, T —1Tp lo Jo

T(x) = (Ty — Tp)e /" + T .

in dobimo

ly je karakteristi¢na dolzina, ki nam pove, kako hitro pojema temperatura vode vzdolz cevi. Ce je cev kratka
v primerjavi s to dolzino (L < ly), lahko racunamo toplotne izgube tako, kakor da je temperatura vode v
cevi stalna. V nasprotnem primeru pa zapiSemo gostoto toplotnega toka tako:

_ Al
qlz) = M(T—To) = m

T2 T2

b, c
T, —T, *l’/lo} = “m%
|:( ! 0)6 27T7‘glo

Toplotne izgube na odseku cevi, na primer od x = 0do x = L, so

_ D cp

L L
P(O, L) = 27T7’3/ q($) dx (T1 — TO)/ e*ﬂ?/lo dz = &, cp (Tl _ TO) (1 _ e*L/lO) .
0 0

lo

Ce upostevamo izraz za Iy, lahko zadnjo enatbo predelamo tako:
27 A\l

In (7"—5) + Lh“’

T2

P(0,L) = (T, — Tp) (1 — e~ L/Moy

Ceje L < Iy, veljal—e L/l ~ 11+ % 4R % in dobimo rezultat, ki smo ga dobili ob predpostavki,
da je temperatura vode v cevi stalna in enaka 7. V nasprotnem primeru, ko je L > [, pa imamo

P(O,L) = @mcp (Tl —To) ]
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ta rezultat takoj sledi iz enacbe P(0, L) = % =dm e (T — Ty).

Poglejmo 3e, kolik$na je znatilna dolzina Iy za razliéne vrednosti parametrov. Ce je notranji polmer cevi
r1 = 10 cm, je masni tok @,,, pri hitrosti vode okrog 1m/s reda velikosti 20 kg/s. Ce upostevamo Se, da je
specifi¢na toplota vode ¢, ~ 4,2kJ/kgK, sledi

_ 20kgs™!-4,2-10%Jkg 'K
N 270,00 Wm—1K-1

lo (0,67 4 0,06) =~ 200km .

Karakteristi¢na dolzina za te vrednosti parametrov je torej zelo velika in temperatura vode se na razdalji
nekaj km ne spremeni zaznavno. Vzemimo, da cev ni izolirana, tako da imamo Zzelezno cev z debelino
Smm. V izrazu za [y nadomestimo A — Ape, 1o — 11 in r3 — 79. Vstavimo podatke in za Zelezno cev
brez izolacije dobimo

~ 20kgs™!-4,2-10°Jkg T K!
B 27 - 70 Wm—1 K1

lo (0,05 4 175) ~ 30km .

Razdalja je $e vedno velika, in to na radun sorazmerno majhnega prestopnega koeficienta. Ce vzamemo
h = 25 W/m2K, dobimo Iy ~ 5km. V limiti, ko gre h — oo, pa imamo za Zelezno cev brez izolacije
lp = 10m. V tem primeru vidimo, da upostevanje toplotnega prestopnega koeficienta mo¢no spremeni
rezultat.

1.4 PosploSitev osnovnih enacb na tri dimenzije

Enacba (1.4) velja le, ko je porazdelitev temperature v snovi odvisna le od koordinate x in Casa ¢, to je
T = T(x,t). V splosnem pa je porazdelitev temperature v telesu ali snovi odvisna od vseh treh koordinat
in Casa, tako da velja 7' = T'(x, y, z,t). V tem primeru enacbo (1.4) zapiSemo

%:XAT, (1.18)

pri cemer smo vpeljali tako imenovani Laplaceov operator v kartezi¢nih koordinatah (iz konteksta bo
vselej razvidno, kdaj pomeni A razliko in kdaj je Laplaceov operator),

0? 0? 0?
T o 0
Gostota toplotnega toka, ki je v primerjavi s toplotnim tokom P vektorska koli¢ina, se zapise
g=—-AVT .

VT je temperaturni gradient in je vektor, ki je pravokoten na ploskve T" = const ter kaze v smeri
najvec¢jega narascanja temperature. Tako imenovani operator nabla v kartezi¢nih koordinatah zapiSemo



16 1 Prenos toplote
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Slika 1.9: Prehod toplote skozi vogal Slika 1.10: Schwarz-Christoffelova transformacija

preslika notranjost dveh pravokotnih sten v zgornjo
polovico ravnine (£, )

pri ¢emer so i fin k enotski vektorji vzdolZ koordinatnih osi. V stacionarnem stanju (%—{ = 0) se enacba
(1.18) poenostavi v obliko

0T 9T | 9T 0
_3x2+8y2+822_ ’

S takimi primeri se srecamo vedno, kadar obravnavamo prehod toplote skozi razlicne konstrukcijske
sklope. Kot poseben primer vzemimo prehod toplote skozi dve ravni steni, ki se stikata pod pravim
kotom (vogalni steni, slika 1.9). Ce je visina sten dovolj velika, lahko re¢emo, da je v stacionarnem
stanju porazdelitev temperature taka, da velja T = T'(z,y) (os z kaze v navpi¢ni smeri) in zado$¢a
Laplaceovi enacbi v ravnini:

AT

o°T  0*T

Ox? + oy
Porazdelitev temperature 7'(x,y) mora poleg tega, da je resitev enacbe (1.19), zadosc¢ati tudi robnim
pogojem, ki jih opredelimo za vsak primer posebej. Vzemimo, da sta temperaturi na zunanji in notranji
povrsini sten konstantni, tako da je temperatura na notranji steni 77, na zunanji pa T < 7T ter teCe
toplota iz notranjosti navzven. Robne pogoje torej zapiSemo

0. (1.19)

Ty, c¢e (z,y) € notranje povrsine stene
Ty, Ce (z,y) € zunanje povrSine stene.

T(x,y) = {
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To so tudi edini robni pogoji, ¢e vzamemo, da so stene neskoncno razsezne. Nalogo lahko v celoti
reSimo z uporabo analiti¢nih funkcij in konformne preslikave, v tem primeru tako imenovane Schwarz-
Christoffelove transformacije. Schwartz-Christoffelova transformacija x + i y = f(£ + i 1), ki poljuben
precni presek obravnavanega konstrukcijskega sklopa v ravnini (z, y) preslika v zgornjo polovico kom-
pleksne ravnine (£, 7), je

L L L
c+iy=-2=tan (B) +2=In(1+6) — =In(1 - ?), (1.20)
T m 7r
pri cemer smo oznacili
. - 1 2
5:(“7"). (1.21)
E+in+1

Zunanji in notranji rob preseka, kjer sta temperaturi konstantni, se preslika v os £ (slika 1.10). Oznacimo
porazdelitev temperature v ravnini (£, 7) s T'(£, ). Racun pokaze, da je

o —T §+in
— In .
2w E—1in

Oznaka & pomeni, da moramo upostevati le imaginarni del funkcije, ki sledi. Enacba (1.22) vsaki tocki
v zgornji polovici ravnine (£, n) priredi ustrezno vrednost temperature. S pomo¢jo enacb (1.20) in (1.21)
pa lahko dolo¢imo temperature v ustreznih tockah v ravnini (z,y). Na ta nacin nariSemo izoterme,
tj. krivulje v ravnini (x,y), na katerih ima temperatura stalno vrednost in so hkrati prese¢is¢e ploskev
T(z,y,z) = const z ravnino (x,y). Skrajni izotermi sta zunanji in notranji rob izbranega preseka, kjer

sta temperaturi 75 in 77 (sl. 1.11).

T(f, 7]) = Tl +

>5n+ﬂ;ﬂ%m@+mﬂ. (1.22)

v-

Slika 1.11: Izoterme, kakor jih dolocajo enacbe (1.20) — (1.22)

Toplotni tok, ki teCe skozi segment vogala z visino h, je v stacionarnem stanju enak skozi vsako
izotermalno ploskev. NajpripravnejSe je, da ga izraCunamo na notranji povrSini vogala na segmentu
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Sirine z, merjeno od vogala vzdolZ notranje povrsSine ene stene in Sirine y vzdolz druge stene, kar nam
da

T —T
P=2A h(x+y)1L2+O,559h(T1Tg)] . (1.23)

Drugi ¢len v gornji enacbi je prispevek vogala k toplotnemu toku skozi izbrani segment konstrukcijskega
sklopa.

Pri gornjem racunu nismo upostevali termalnih plasti na notranji in zunanji povrsini sklopa. V
termalnih plasteh, kot Ze vemo, se pojavijo temperaturni skoki, ki so pri danih vrednostih prestopnih

- Lot <1+0559 L >
q_h(x—i—y)_ L ’ T4y

blizu vogala (ko je z, y ~ L) povecana, je tam povecan tudi temperaturni skok v primerjavi s tempera-
turnim skokom dale¢ pro¢ od vogala. Temperatura stene ob vogalu je torej nizja kot dale¢ pro¢, kar lahko
privede, zlasti v zimskem ¢asu, do kondenzacije vlage in posledi¢no plesni, (enacbo (1.23) smo izpeljali
ob predpostavki L/z in L/y < 1, zato ta ugotovitev pomeni le priblizno oceno stanja).

1.5 Nestacionarni pojavi

Pri nestacionarnih pojavih se porazdelitev temperature v snovi spreminja s ¢asom. Dolo¢imo jo tako, da
reSimo enacbo (1.4) ali (1.18), ki jo moramo dopolniti z za¢etnim pogojem, na primer s porazdelitvijo
temperature 7'(x,0) ob zaletnem Casu ¢ = 0, in ustreznimi robnimi pogoji. Vzemimo, da je zaletna
porazdelitev temperature v palici z dolzino L neenakomerna in nas zanima, v kolik§nem Casu se tem-
perature v razlicnih delih palice izenacijo, ¢e je toplotno izolirana od okolice. Da ocenimo ta ¢as, ni
treba resiti enacbe (1.4). Sklepamo takole. Cas, ki je potreben, da se temperature v razliénih delih palice
izenatijo, ni odvisen od velikosti temperatur. Ce namre¢ temperature na razli¢nih mestih pove¢amo za
enak faktor, se za enak faktor poveca tudi gostota toplotnega toka. Edini fizikalni koli¢ini, ki vplivata
na hitrost priblizevanja toplotnemu ravnovesju, sta termi¢na difuzivnost snovi x in temperaturni gradient
ali karakteristicna razdalja, na kateri se temperatura zaznavno spremeni. Za priblizno oceno lahko za
to razdaljo vzamemo kar dolZino palice L. Ker je enota za termi¢no difuzivnost m?/s in za razdaljo m,
sledi iz dimenzijske analize, da je edina preprosta kombinacija teh dveh koli¢in, ki ima enoto ¢asa, L2 /.
Zato sklepamo, da je Casovna skala, ki doloc¢a hitrost priblizevanja k toplotnemu ravnovesju v palici, reda
velikosti )

pe 20 (1.24)

X A

Enako sklepamo tudi v naslednjem primeru. Vzemimo, da temperatura na povrsini telesa niha s frekvenco
v. To nihanje temperature se s prevajanjem toplote prenasa v notranjost telesa, pri cemer se v splosnem
pojavijo tako imenovani termalni oz. termic¢ni valovi. Amplituda nihanja temperature pojema od povrsine
proti notranjosti telesa. Zanima nas ocena, kako globoko (L) v notranjost telesa sezejo ta nihanja.
Casovno skalo pojava ogitno doloca nihajni Cas nihanja temperature t = 1/v. 1z enacbe (1.24) sledi

Lz\/ﬁ—\/g. (125)
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Ce vzamemo betonski zid z debelino L = 1m, gostoto p = 2,1 - 10° kg /m?, specifi¢no toploto ¢, ~ ¢, =
¢ = 840J/kgK in toplotno prevodnostjo A = 1,4 W/mK, potem iz enacbe (1.24) sledi, da je karakteristicen
Cas za vzpostavitev toplotnega ravnovesja t ~ 14 dni. Podobno sledi iz enacbe (1.25), da je efektivna
globina L, do koder se ¢uti vpliv nihanja zunanje temperature pri nihajnem ¢asu ¢t = ¢y ~ 12ur, enaka
L ~02m.

Vzemimo homogeno palico z dolzino L in konstantnim presekom S, ki ima temperaturo 75. Palica
je ob straneh toplotno izolirana. V nekem trenutku, na primer ob ¢ = 0, palico na enem koncu staknemo
z velikim telesom (toplotnim rezervoarjem) s stalno temperaturo 77 > 75, na drugem pa vzdrzujemo
temperaturo 7. Zanima nas, po kolikSnem Casu se v palici vzpostavi stacionarno stanje in kako se
porazdelitev temperature v njej spreminja s ¢asom.

Koordinatno os = usmerimo vzdolz palice s koordinatnim izhodis¢em na vro¢em koncu. Ko se v
palici vzpostavi stacionarno stanje, temperatura v njej linearno pojema od levega konca, kjer je 11, proti
desnemu koncu, kjer je T5. Zato je zelo pripravno, Ce porazdelitev temperature v palici v poljubnem
trenutku zapiSemo v tej obliki:

11 —1T:
T(x,t) =T — %x—&— O(z,t) ,
kjer neznana funkcija ©(x,t) zados¢a enacbi
06 0%
— . 1.26
ot~ X oa2 (126)

Da bo resitev enacbe (1.26) popolnoma dolo¢ena, moramo opredeliti zacetni pogoj 7'(x, 0) in robne
pogoje T'(0,t) in T'(L, t), kot jih dolo¢a zastavljena naloga. Tako imamo

T —T
T(z,0) =Ty, =T, — %zﬂ— o(z,0) ,
od koder sledi -
0(z,0) = —(Ty — Tb) (1 - Z) . (1.27)

Robni pogoji, ki jim mora zado$¢ati iskana funkcija ©(x,t), pa so
T(O>t) =T =T+ @(Ovt) )
T(L,t) =Ty =To + O(L,t)
in
0(0,t) = O(L,t)=0.

Zelo pogosta metoda za reSevanje parcialnih diferencialnih enacb je tako imenovana separacija
spremenljivk. To pomeni, da resitev funkcije ©(z,t) i8¢emo v obliki

O(z,t) = f(t) g(x) -
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Nastavek nesemo v enacbo (1.26) in dobimo

a
%g—xf

g
dx?

Ko obe strani dobljene enacbe delimo s f g, sledi

1 df 1 d?g .

— — = X — —5 = cons

fdt X g da? ’
kjer je izraz na levi odvisen samo od Casa, izraz na sredini pa samo od koordinate . Enakost obeh
izrazov za poljubne pare spremenljivk je mogoca le, e sta izraza konstantna. Ker je v stacionarnem

stanju © = 0, zahtevamo O(z,t — oo) = 0. To dosezemo tako, da konstanto v prej$nji enacbi
zapisemo const = —x k2, kjer je k2 neka pozitivna konstanta z enoto m~2, katere vrednost moramo $e
dolociti. Namesto parcialne diferencialne enacbe smo dobili dve navadni diferencialni enacbi:

daf 2

—+xkf=0,

o TXRS

d*g 2

@ + k g = 0.

Prvo enacbo preprosto integriramo, v drugi pa prepoznamo enacbo harmoni¢nega nihanja, ki ima resitev
v obliki

O(x,t) = e Xkt (Ay sinkz + By, coskzx) .

Konstante Ay, By in k dolo¢imo s pomocjo zacetnega in robnih pogojev. Sledi
0(0,t)=e X¥tB, =0, (1.28)

O(L,t) = e xRt (Ag sinkL + By coskL) =0 .

Gornje pogoje izpolnimo tako, da izberemo By, = 0, in sin kL = 0, torej

kn:%n, n=12,3,---

Za vsako vrednost n-ja dobimo resitev

nmwx

O(x,t) = e XTI /L 4 sin

Ker je parcialna diferencialna enacba, ki ji zado$¢a © linearna, smemo splosno resitev zapisati kot vsoto
reSitev za vse dovoljene vrednosti n. Tako imamo

oo
O(z,t) = ZAn e XTIt/ L2 sianx .

n=1
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Zdaj upostevamo Se zacetni pogoj (1.28), ki nam omogoca, da dolo¢imo konstante A,,. Sledi

nmwx

Ty —T) (1—%) =" Ausin ™7

v v . mTx
Enacbo na obeh straneh pomnoZzimo s sin

in integriramo po x od 0 do L. Dobimo
L T nmwx L mra nmwx
—(Tl—Tg)/O (1_Z> sin T d:z:ZAm/O sin T sin T dx .
m
Integral na levi je enak? L /n, integral na desni pa

/L . mmnzx . nﬂa:d L(5
sin sin T = —
0 L L g M

kjer je 6, Kroneckerjev delta, ki je definiran kot

5o 1, ¢cejen=m
10, cejen#Em .

Tako dobimo

2
A, = (Ty — T3)

nm

in porazdelitev temperature v palici za obravnavani primer je

T — T = i L
T(e,t)=Ti - =22 -2 (11 = T)) Y exmntu/r? sin(nr /L) (1.29)

ot nm

Porazdelitev je prikazana na sliki 1.12 za razli¢ne Case. Vsota v enacbi (1.29) hitro konvergira na
racun faktorja n? v eksponentu, zato lahko v prvem priblizku za oceno upostevamo v vsoti le prvi ¢len,
katerega Casovni faktor je e =X ©t/L* Po tasu t, za katerega velja x t = L?, je eksponentni faktor enak
e ™~ 10743 = 5. 10~?; lahko re¢emo, da je po tem ¢asu stacionarno stanje ze prakti¢no dosezeno v
skladu s tem, kar smo povedali na zagetku tega razdelka. Ce imamo 1 m dolgo bakreno palico s toplotno
prevodnostjo A = 380 W/mK, gostoto p = 8,9 - 10% kg/m? in specificno toploto ¢ = 385 J/kgK, je
termi¢na difuzivnost enaka y = A\/pc = 111 - 10"%m?/s. Cas, v katerem se vzpostavi stacionarno

stanje, je za ta primer enak
2

L
t~ —~10*s=28h.
X
Ce pa vzamemo betonski zid z debelino 1 m, gostoto p = 2,1 - 10 kg/m3, toplotno prevodnostjo
A = 1,4 W/mK in specifi¢no toploto ¢ = 840 J/kgK, je ustrezna termi¢na difuzivnost enaka x = \/pc =
0,8-107%m?/s. V tem primeru se ob enakih pogojih stacionarno stanje vzpostavi v ¢asu t =~ 14,5 dni.

me sinaxdmz—%fcosamdm:— d (M) — singz 2z

da 2 a2 “ COs ax



22 1 Prenos toplote

x (m)

Slika 1.12: Temperatura v betonskem zidu za razli¢ne Case, kot jo podaja enacba (1.29) (L = 1m,
x=0,8-10"%m2/s, Ty =20°CinTy = 0°C)

Poglejmo Se, koliko toplote prejme palica do trenutka, ko se vzpostavi stacionarno stanje. Ker je
bila temperatura palice na zaCetku enaka T5, v stacionarnem stanju pa je T'(z,t — oo0) = T'(x) =
T, — (Th — T») x/ L, je toplota, ki jo prejme palica, enaka

x

Q= /,oSc —Ty)de=pSc(Ty — T2)/0L(1_L) dx:%mc(Tl—Tg),

kjer je c specificna toplota palice, m = pS L pa njena masa. Toploto, ki jo prejme palica, lahko
izraCunamo tudi tako, da upostevamo razliko med toplotnim tokom, ki ga palica prejema na vro¢em
koncu S ¢(0, t), in toplotnim tokom, ki ga oddaja na hladnem koncu S q(L, t). Toplota Q je torej enaka

Q- s/ooo 14(0,1) — g(L. )] dt .

Ustrezna toplotna tokova izracunamo s pomocjo enacbe (1.29) in dobimo

T ~T -
q(0,t) = IV ( 2) 1+2 ) e xmimtit)
Oz z=0 L n=1
Q(L,t)——/\a—T = (Tl_T2> 1+2 Ze*X”Q“%/LQ cosnm | .
o |,_; L —

Dobljene izraze vstavimo v gornji integral in dobimo,

— T e ntr?iL? ~T > 1——
Q—QAS( 7 2)2(1—00571%)/() e X UL dt = 2)\5( 2) Xﬂzz( )

n=1 n=1

Ce upostevamo, da je gornja vsota enaka

O R

n=1
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in x = \/pc, dobimo enak rezultat kakor pri prej$njem preprostejSem racunu.

Primer 1.5: Raven navpicni zid z debelino L in toplotno prevodnostjo A je v toplotnem ravnovesju z
okolico pri temperaturi Ty (slika 1.13). V nekem trenutku (t = 0) se temperatura okoliskega zraka
nenadoma zvisa (v casu, ki je majhen v primerjavi z L*/x) na temperaturo Ty > Ty in nato ostane
stalna. Doloci porazdelitev temperature v zidu v odvisnosti od ¢asa! Upostevaj, da je povrsina zidu
dovolj velika, da tece toplota le v smeri pravokotno na povrsino zidu.

Resitev: Porazdelitev temperature zapi$imo v obliki T'(z,t) = Ty + O(z,t). Za&etni in robni pogoji so

T(z,0) =T, =T1 + O(2,0) — O(2,0) = —(T1 — T») ,

L L L
T(iQ,t> =T :T1+9(i2,t> -0 (iQ,t) =0,

kjer smo koordinatno os x usmerili pravokotno na steno in koordinatno izhodisce postavili na polovico
debeline stene. Ce zanemarimo vpliv termalnih plasti (h — ©0), je temperatura na povriini zidu enaka
temperaturi okoliskega zraka. V nasprotnem primeru je na povrSini zelo velik temperaturni gradient, ki
povzrodi, da se temperaturi ,,povrSine” stene in zraka ,,v hipu” izenadita.

N

y

N
T

-L/2 0 L2 x

Slika 1.13: Navpicen zid v toplotnem ravnovesju z okolico pri temperaturi 75

Resitev za funkcijo O(z,t) zapiSemo enako kakor prej, to je
O(z,t) =eX K (Ag sinkz + By, coskzx) .

Iz fizikalnih razlogov zahtevamo T'(x,t) = T'(—x,t) ali ©(x,t) = O(—x,t), kar pomeni, da je poraz-
delitev temperature v steni simetricna glede na simetralo stene, ki gre skozi koordinatno izhodisce. Ker je
funkcija sin x liha, sledi

O(x,t) = e XKt B coska .

Da zadostimo robnim pogojem, zahtevamo

kL kL T
COST—O—)T—(2TL+1)5, n—O,l,Q,"‘
in
2n+ 1)

O(x.t) = —x (2n+1)%2 7% t/L? B,
(z,t) Ze cos T

n=0
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Upostevamo Se zacetni pogoj

> 2n+1l)mx
O(z,0) = —(Th —Th) = T;)Bn COS(T)
in L)
2 1 2 1 L
/ cos(m+ >7”Ecos(TH_ )dex:—én,m,
L2 L L 2
pa imamo
T(z,t) =T — 4Ty — Tb) i emx @ntD)?w* t/L* (_1yn w
’ @Cn+1)m

n=0

Porazdelitev temperature v steni je za razli¢ne Case prikazana na sliki 1.14.

T(°C)

20

=

A

L2 0 2 x

Slika 1.14: Segrevanje navpi¢nega zidu. Zid prejema toploto od okolice. L = 0,3 m, x = 0,8-10~%m? /s
(zabeton), 71 = 20°Cin Ty, = 0°C.

Pocakajmo dovolj Casa, da se vzpostavi toplotno ravnovesje, tako da ima zid enako temperaturo 77 kakor
okoliski zrak. Nato se v trenutku ¢ = 0 temperatura okoliSkega zraka zniza nazaj na 75 in ostane stalna.
Izracunajmo, kako se stena ohlaja!

Nalogo bi lahko resili Se enkrat tako kakor v prvem primeru, vendar to ni potrebno. Kratek premislek
nas preprica, da porazdelitev temperature v steni med ohlajanjem podaja gornji izraz, v katerem 77 nado-
mestimo s 75 in nasprotno. Tako imamo

(2n+1)mx
n COs I

T(x,t) = To +4(Ty — T SX@nADERE LS g L
(@, t) =To+4(Ty —To) > e (-1) R

n=0

Ustrezna porazdelitev temperature za razli¢ne Case je prikazana na sliki 1.15.

Primer 1.6: Pokoncen raven zid z debelino L in toplotno prevodnostjo X je v toplotnem ravnovesju z
okoliskim zrakom pri temperaturi Ts. V nekem trenutku (t = 0) se temperatura okoliskega zraka povisa
na 11 in nato ostane stalna. Doloci porazdelitev temperature v zidu v odvisnosti od ¢asa pri predpostavki,
da je ena stran zidu toplotno izolirana!
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a)
<

-L12 0 L/2 X

Slika 1.15: Ohlajanje navpi¢nega zidu, ki oddaja toploto okolici (L = 0,3m, x = 0,8 - 107°m?/s (za
beton))

Resitev: Porazdelitev temperature zapiSemo podobno kakor v prej$njem primeru v obliki T'(z,t) = Ty + O(z,t).
Od tod sledi
T(x,0) =T, =T, 4+ 0(z,0) — O(x,0) = —(T1 — T») ,

Koordinatno os = zopet usmerimo pravokotno na povrsino zidu in koordinatno izhodis¢e postavimo na
toplotno izolirano povr$ino zidu (sl.1.16)). Ustrezni robni pogoji so v tem primeru

T(L,t)=T, =T, + O(L,t) — O(L,t) =0 .

Na toplotno izolirani strani zidu pa moramo zahtevati, da je gostota toplotnega toka —)\g—f enaka ni¢. To
pomeni

oT 00

Ox - Ox
Naprej lahko rac¢unamo tako kakor v prej$njih primerih, a ¢e nas zanima le kon¢ni rezultat, to ni potrebno. V
prvem delu prej$nje naloge smo ugotovili, da je porazdelitev temperature v zidu simetri¢na glede na ravnino
(y, z) (x = 0). To pomeni, da je toplotni tok skozi pre¢ni presek zidu, ki sovpada s to ravnino, enak 0. Prav
to je na$ robni pogoj na toplotno izolirani strani! Torej je porazdelitev temperature v zidu pri x > 0 taka,
kakor jo zahtevamo v tokratni nalogi. Vse, kar moramo narediti, da zapiSemo porazdelitev temperature v
zidu, ki je na eni strani toplotno izoliran, je, da v rezultatu, ki smo ga dobili v prvem delu prej$nje naloge,
nadomestimo L z 2 L. Tako dobimo

=0.

=0

=0

(2n+1) 7
COS s

oo
T 1) = T _4 T —T —X(2n+1)2 72 t/4L2 -1 n
(@, t) =Ty —4T1 —Ty) Y e (1) ontn

n=0

V praksi imamo velikokrat opravka s casovnim spreminjanjem zunanje temperature, ki je zapletenej-
Se kakor v gornjih dveh primerih, ko smo obravnavali le temperaturne skoke. Nalogo lahko posplosimo
tako, da se skokovite spremembe temperature okolisSkega zraka periodi¢no ponavljajo. Vzemimo na
primer zid iz gornje naloge, ki je v toplotnem ravnovesju z okoliSkim zrakom pri temperaturi 75. V
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T(°C)
N
T(X!t) 204
<— L
15] 24 h
< T(x,0) T
101 5h
3h
G 5] -
1h
%
= e
0 L X 0 L X

Slika 1.16: Navpi¢en zid (L = 0,3m, x = 0,8 - 107 m? /s (za beton)), ki je na eni strani (levi na sliki)
toplotno izoliran (¢(0,¢) = 0,7y = 20°C, T, = 0°C)

trenutku ¢ = 0 se temperatura zraka zvisa na 77 in ima to vrednost kratek ¢asovni interval £p/2. V
naslednjem hipu se temperatura zraka zniZa na prvotno vrednost 7 in ostane stalna v Casu ty/2. V
trenutku ¢ = tg se ciklus ponovi in tako naprej. Temperatura zraka se spreminja nezvezno, vendar
periodi¢no s periodo ty. Porazdelitev temperature v zidu izraCunamo posebej za vsak ¢asovni interval,
nty/2 <t < (n+1)tp/2, n = 0,1,2---, tako, kakor smo to naredili v zgornji nalogi. Pri tem
moramo upostevati ustrezne robne pogoje in zacetni pogoj Tr+1(z, n') = Tn(z, n%’) Brez racunanja
tudi vemo, da spreminjanje temperature v zidu lahko sledi spreminjanju temperature okoliskega zraka
le, &e je to > L?/x. V nasprotnem primeru je spreminjanje temperature v zidu dokaj zapleteno in kaze
znacilnosti valovanja.

T(x=L)
T N

T(x < 0,0 =T,
0 L x~

Slika 1.17: Zunanja stena zgradbe. Temperatura v prostoru (na sliki leva stran stene) naj bo konstantna
Ty, zunanja naj periodi¢no niha okoli 7.
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Da bomo gornje trditve kvantitativno opredelili, si bomo v nadaljevanju ogledali primer, ko se zu-
nanja temperatura zvezno spreminja. Vzemimo navpicno steno z debelino L in toplotno prevodnostjo A,
ki je v toplotnem ravnovesju z okoliskim zrakom pri temperaturi 7y (sl. 1.17). Naj bo to zunanja stena
neke zgradbe, tako da je zrak na eni strani notranji zrak. Temperatura zunanjega zraka 7'z naj niha okrog
ravnovesne lege po enacbi 7 (t) = Ty + AT cos wt. Temperatura notranjega zraka naj ostane stalna in
enaka Tj. Temperatura notranje povrSine stene, ¢e zanemarimo vpliv termalnih plasti (h — 00), je torej
ves Cas enaka Ty, zunanje pa Tz. Koordinatni sistem izberemo kot po navadi tako, da je os x pravokotna
na steno in koordinatno izhodi$ce postavimo na notranjo povr$ino. Temperaturno porazdelitev v steni
ponovno zapisemo v obliki T'(z,t) = Ty + ©(x,t). Za nadaljnje ratunanje je primerno, da vpeljemo
kompleksno temperaturo 7', ki jo definiramo z ena&bo

Ty(t) =Ty + AT e "t (1.30)

Dejansko temperaturo T (t) predstavlja le realni del izraza (1.30). Enako zapi$emo tudi ustrezno
kompleksno temperaturo O, ki slej ko prej zacne nihati tako kakor zunanja temperatura,

O(z,t) = O(x)e ¥t

Izraz vstavimo v enacbo za prevajanje toplote % =¥ ?9275, kar nam da
20  iw -
W+—9:0. (1.31)
L X

Ozna¢imo

- iw ) 27 1 on  wi/?
Ve = Wi -V S Sk

to = 27/w je nihajni &as, s katerim niha temperatura zunanjega zraka, in [> = y to. Splosna resitev
enacbe (1.31) je ) } . . 3

O = Asinkx + B coskx .
Konstanti A in B dolo&imo iz robnih pogojev, ©(z = 0) = 0in O(z = L) = AT. Sledi,

~ sin kx

O(x,t) = AT oWt = sin(kx + i kz)

sin kL ~ 77 sin(kL +4ikL)

Ce upostevamo matemati¢no relacijo

sin(kx + i kx) = Vsin2 kz + sinh2kz - et @) :

tana(x) = cotkx - tanhkx ,

dobimo,

) . 192
é(x’ t) — AT sin“ kx + sinh“kx e_i (wt+o¢(L)—oc(x))
sin? kL + sinh?kL
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sin? kx + sinh?kz
O(z,t) = AT t+a(L) — .
(z,1) \/sin2 b+ snnZer, Wit all) —a@)

Porazdelitev temperature v steni v odvisnosti od ¢asa podaja torej enacba

sin? kz + sinh?kz
C
sin? kL + sinh?kL

T(x,t) =Tp+ AT\/ os(wt+ a(L) —alz)) , (1.32)

ki je za razlicne Case prikazana na sliki 1.18.

19h, T,=22,6°C
6h, T,=20°C
18h, T,=20°C

" 8 h
154 \
10 12h,7,=10°C

STENA ZRAK V OKOLICI

-

0 L X

200
T(x, n[°C]

x[mm]

Slika 1.18: a) Temperatura v steni (L = 0,3m, x = 0,8-107%m? /s (za beton)) ob razli¢nih ¢asih, kakor
jo opisuje enacba (1.32). Nihajni ¢as tg = 24 h, zunanja temperatura niha z amplitudo AT = 10K okoli
ravnovesne temperature. Opazimo, da temperatura v steni ne sledi hipoma zunanjim spremembam. Ob
npr. 19h je v ve¢jem delu stene temperatura nizja od temperatur na obeh povrSinah stene. b) Enacba
(1.32) v treh dimenzijah za isti primer, kot ga prikazuje slika a.
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Kar nas Se posebej zanima, je gostota toplotnega toka na razli¢nih globinah stene. 1z zakona za
prevajanje toplote (1.2) sledi

T Ak AT sin 2kx + sinh 2k
q(z,t) = — /\g— - Sin 2k + Stnh 2k cos (wt + a(L) — a(x))
t \/(sin2 kx + sinh®kz) (sin® kL + sinh®kL)
Ak AT sin 2kx — sinh 2kx

sin(wt + a(L) — a(z)) . (1.33)

2 \/(sin® ke + sinh®kar) (sin® kL + sinh®kL)

Podrobneje si oglejmo gostoto toplotnega toka na notranji povrsini stene (x = 0). Ko uposStevamo, da je
a(x = 0) = m/4, iz enacbe (1.33) sledi

Nk AT /2
Vsin? kL + sinh2kL

Q(Ovt) =

cos <wt + (L) — %) .

Razlikujemo dva razli¢na rezima prevajanja toplote, in sicer:

DkL < laliL <1 =/xtg. Vtem primeru je o(L) ~ 7/4 in q(0,t) =~ —)\% cos wt. Toplotni
tok je relativno velik in niha v fazi z zunanjo temperaturo. To je zato, ker se pri nizkih frekvencah
(velik nihajni cas) ter veliki toplotni prevodnosti stene (velika termicna difuzivnost) v steni vzpostavi
,.kvazistacionarno stanje”, ki sledi nihanju temperature zunanjega zraka.

i) kL > 1, L > [. Pri visokih frekvencah (kratek nihajni ¢as) in majhni toplotni prevodnosti je
mehanizem prenosa toplote prepocasen, da bi se v steni vzpostavilo kvazistacionarno stanje. Preden
toplota prodre globoko v steno, se predznak temperature glede na ravnovesno temperaturo na zunanji
povrsini ze spremeni. Kot bomo pokazali v nadaljevanju, se v steni pojavijo termalni valovi. Ker je
kL>1,veljatanhk L ~ 1 in tan (L) = cot k L = tan (% — k L). Tako imamo

T
IN~——kL
a(D)~ 7~k
" ANAT
Q(O,t):—T2\/ﬁe*klcos (wt+a(L)—£> )

Ce upostevamo | = /x to, k = @ =, /2“’—X inkL =, /2“’—X L=w ﬁ, lahko gornji izraz zapiSemo
v povednejsi obliki:

0= SRl it

V zadnji enacbi prepoznamo po analogiji z enacbami iz valovanja fazno hitrost termi¢nih valov kot
V2w x. Termi¢no valovanje je pri prehodu skozi zid moéno duseno (e~*7) in zaradi odvisnosti fazne
hitrosti valovanja od frekvence w kaze mocno disperzijo.

Nestacionarne toplotne pojave v vecplastnem zidu obravnavamo podobno kot prejsnje primere. Edi-
na novost so mejni pogoji, ki jih moramo upostevati na meji dveh plasti z razlicnimi toplotnimi lastnos-
tmi. Na meji morata biti zvezna temperatura in gostota toplotnega toka. Vzemimo raven vecplastni zid,
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pri katerem teCe toplota le v smeri pravokotno na zid in v tej smeri izberimo koordinatno os z. Tempe-
raturo in toplotno prevodnost i-te plasti ozna¢imo z \; in 7;. Naj bo x koordinata mejne povrSine med
plastema 7 in ¢ + 1 enaka x; ;1. Mejne pogoje zapiSemo v matematicni obliki:

Ti(ziit1,t) = Tip1(ziiq1,t)

@ — )\ OTi+1
' Ox T gy

T=T4 541 T=T4 541

—-A

Kot poseben primer, ki naj ponazori gornje misli, reSimo naslednjo nalogo.

Primer 1.7: Doloci porazdelitev temperature v odvisnosti od ¢asa v dveh neskoncno dolgih ravnih pa-
licah z enakim precnim presekom in termicnima difuzivnostima x1 in X2, ki se stikata na enem koncu!
Zacetna temperatura ene palice naj bo Ty, druge pa T> < T1. Koordinatno os x usmerimo vzdolZ palic

vvvvv

Resitev: Porazdelitev temperature v dveh neskon¢no dolgih palicah lahko dolo¢imo na ve¢ na¢inov. Najveckrat se
v tem primeru uporabi tako imenovana Laplaceova transformacija. Vendar se tej metodi v tem primeru
lahko izognemo. Porazdelitev temperature v palicah zapiSemo v obliki T'(xz, t) = Tp f(x, t), kjer je Ty neka
konstantna temperatura, znalilna za zastavljeno nalogo. Neznana funkcija f(z,t) je lahko odvisna le od
neke brezdimenzijske spremenljivke, ki jo sestavimo iz koordinate z in €asa ¢. Pri neskonéno dolgih palicah
je edina koli¢ina, ki ima enoto dolzine tako kakor x, koli¢ina y/x ¢. To pomeni, da smemo porazdelitev
temperature v eni in drugi palici zapisati v obliki

T(x,t):Tof(zjﬁ> :

kjer smo dodali faktor 2 zato, da se nato nekje pokrajsa. Gornji nastavek nesemo v difuzijsko enacbo

orT o’T

ot X oa?
in dobimo
1. _1 P
—56£© =710,

kjer smo zapisali £ = z/2/xtin f /(5 ) = df /d¢. Gornjo enacbo preuredimo,

df’
=—2¢d
7 28d¢g

in integriramo. Dobimo
F©=Be¢,

kjer je B integracijska konstanta. Oznagimo temperaturo v levi palici (z < 0) s Ty («, t), v desni (z > 0) pa
s To(z,t). Enacbo za f () Se enkrat integriramo in za « > 0 dobimo

2 o/2v/x2t _e? T
TQ(x’t):AQ—’_BZﬁ/O e ° d{:AQ—I—Bgerf (W) .
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As in B, sta integracijski konstanti, v katerih je skrita tudi konstantna temperatura 7Ty, in

erf(z) = % /Om ¢ d¢ , erf(c0) =1.

Enako dolo¢imo temperaturo v levi palici:

2 0 2 2 71/2@ 2 —r
Tl(x,t) = A1+Blﬁ//2 te_g df = A1 +Blﬁ/0 e_f df = A1—|—Bl erf (W) .
T[4V X1

Integracijske konstante dolo¢imo iz zacetnih in mejnih pogojev (robna pogoja v obliki g(x — £o0) = 0 sta
ze vsebovana v gornjih resitvah za temperaturo v palicah),

Tl(x,O) :T1 5 TQ({L‘70> :T2 5

T1(0,t) = T»(0,1) ,

oT:
— N2

I Wt
! =0 ox

ox

Ko vstavimo dobljene izraze za T (z, t) in Tz (x, t), sledi

z=0

Ty =A + By,
T, = Ay + By,
Al = A2 9
A1 B, = Ao
VX1 Vv X2

A1 in g sta toplotni prevodnosti leve (z < 0) in desne (z > 0) palice. Ce oznagimo k = 2L |, /%, sledi iz

A2
gornjih enacb

B2:_"€Blu

Ty + T T —T
P s B N St

14+k 1+ k

Porazdelitev temperature v palicah tako zapiSemo v obliki (slika 1.19):

W+1T, Tv-T -
Tl(x,t):ﬂll—’_ 2422 2erf( < > ,
+ K 1+ k 2v/x1t
T+ T T, - T
Tz(m,t):ﬁllj_ 2 —ﬁ(ll 2) erf< x > .
K +kK 2y/x2t

1z gornjih rezultatov razberemo zanimive ugotovitve. Prvi¢, temperatura na stiku je stalna in enaka:

K,Tl —|—T2

T1(07t):T2(Oat): 1+ k

Hkrati je to tudi ravnovesna temperatura, to je temperatura, ki jo imata palici potem, ko se vzpostavi toplotno
ravnovesje. To je

Ti(z,00) = TS = T3(0,¢), i=1,2.
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bukov les beton

Slika 1.19: Porazdelitev temperature v palicah za razli¢ne ¢ase. Leva palica je iz bukovega lesa (A\; =
0,18 W/mK, x1 = 0,092 - 1075 m?/s), desna iz betona (A2 = 1,15 W/mK, x2 = 0,64 - 1076 m?/s).

Rezultat ni nenavaden, je pa presenetljiv, ¢e ga primerjamo z ravnovesno temperaturo dveh enako dolgih
palic. 1z zakona o ohranitvi energije sledi (Ce predvidevamo, da se ni¢ toplote ne izgubi v okolico):

T T v/ T+ T
Ty (2,00) = Ty(w,00) = LA P20 72 e/ rTi =1,

pLc1+ p2co 1+ /x2/x1k

ki se ocitno razlikuje od ustreznega rezultata T§§° ) za enaki, a neskoncno dolgi palici, Ceprav ravnovesna
temperatura v kon¢nih in enako dolgih palicah ni odvisna od njune dolzine L. Na enak nacin sledi iz zakona
o ohranitvi energije, da je ravnovesna temperatura v konc¢nih, a razli¢no dolgih palicah (L; # L) enaka

TUa#Ls) — LipieiTy+ LapacaTo  (Li/La)v/x2/Xx1 6 T1 + To
. .

Lipici+Lapacs 1+ (L1/La)y/x2/x1k
Ce v zadnjem primeru izberemo razmerje dolZin palic % = % in vstavimo v gornjo enacbo, sledi za ta

poseben primer, da je ravnovesna temperatura enaka kakor pri neskoncno dolgih palicah, to je

PV ()

eq
Podroben racun pokaze, da je porazdelitev temperature v odvisnosti od ¢asa v palicah z razmerjem dolzin
f—; = /% zelo podobna kot v neskon¢no dolgih palicah in Se posebej pomembno je, da je temperatura
na stiku tako v enem kakor drugem primeru stalna in enaka T§:;° ).V vseh drugih primerih konénih palic

s poljubnim razmerjem dolzin temperatura na stiku v sploSnem ni stalna. Imajo pa vsi ti primeri nekaj

skupnega. Ko palici z razlicnima temperaturama staknemo, se na stiku takoj vzpostavi temperatura Te(f;o ),

ki je priblizno stalna, vse dokler je Yt < L2, za eno in drugo palico. Ko ta pogoj ni ve¢ izpolnjen, se

temperatura na stiku za¢ne spreminjati tako, da slej ko prej doseZe ravnovesno temperaturo Te(qL 17&L2), e je

dolzina palic razli¢na in T, éqL ), Ce sta dolzini enaki. Le pri neskoncnih palicah ali palicah s prej omenjenim
razmerjem dolZin je temperatura na stiku stalna. Ugotovitev, da je temperatura na stiku v vseh primerih
enaka Te(f;o ), e velja xt < L2, je razumljiva, ker je pri tem pogoju toplotni tok na stiku neodvisen od
dolzin palic.
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Ko torej staknemo dve telesi z razlicnima temperaturama, je temperatura na stiku enaka Te(qOO ) toliko Casa,
dokler velja za eno in drugo telo x t < L2, kjer je L znailna razseznost teles v smeri pravokotno na stik.
Telo z vi§jo temperaturo (77 > T5) se pri tem na majhnem obmocju stika z razseznostjo priblizno /x ¢

ohladi za
/iTl +T2 - T1 —Tg

T TS =T -

9

1+ 14k
hladnejse pa se segreje za
T1 + T2 Tl - T2
) = BELTI2 .
ed 2 14k AT + kK

Ko stopimo na primer z bosimi nogami s temperaturo 737 ~ 37 °C na hladna tla s temperaturo 7T, ~ 17 °C,
se nam stopala ohladijo tem bolj, ¢im manjsi je faktor

K:ﬁ &: >\1,01€1
X2V xa A2 p2 C2

in tem hladnej$a se nam zdijo tla. Vzemimo, da so tla iz hrastovega lesa s toplotno prevodnostjo Apyast ~
0,17 W/mK, gostoto pprast ~ 800kg/m? in specifiéno toploto cpras; ~ 2kJ/kgK; za stopala vzamemo
enake toplotne lastnosti, kakor jih ima voda, torej A ~ 0,6 W/mK, p ~ 1000 kg/m? ter ¢ ~ 4,2kJ /kgK.
Tedaj dobimo

/0,6 W/mK - 1000 kg/m? - 4,2kJ /kgK
~\ 0,17W/mK - 800 kg/m3 - 2kJ/kgK

Stopala se nam v tem primeru ohladijo za

T, - T 20K
Ajjhrast: i+n2 :T%E)K .

Ce pa so tla betonska s toplotno prevodnostjo Apeton = 1,7 W/mK, gostoto pheton =~ 2400kg/ m?3 in
specifiéno toploto cheton A= 0,75 kJ /kgK, je ustrezni faktor x enak

_ \/ 0.6 W/mK - 1000 kg/m? - 42k]/kgK o
1,7W/mK - 2400kg/m3 - 0,75 kJ /kgK o
in
T, —T, 20K
1+ 19
Betonska tla, ¢eprav imajo enako temperaturo kakor hrastova, ob¢utimo kot precej hladnejsa.

ATbeton = ~ 10K .

1.6 Uporaba fazno spremenljivih vrst materiala v konstrukcijskih sklopih

V konstrukcijskih sklopih velikokrat uporabljajo kot posamezne plasti material, ki ima tako nizko tem-
peraturo talis¢a, da pri prehodu toplote skozi sklop lahko pride do popolnega ali delnega taljenja snovi.
Plasti takih snovi imenujemo Fazno Spremenljive Plasti (FSP). Na racun toplote, ki je potrebna za sta-
litev, se FSP poveca njena notranja energija (v trdnih snoveh in kapljevinah je razlika med entalpijo®

3Entalpija je termodinamska funkcija stanja, ki je definirana kot H = W,, + PV, pri ¢emer je W, notranja energija snovi,
in ima to lastnost, da je pri stalnem tlaku sprememba entalpije enaka toploti, ki jo snov prejme ali odda, dH = dQ.
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in notranjo energijo razmeroma majhna in jo lahko zanemarimo). V nasprotnem primeru, ko se tempe-
ratura v sklopu ali delu sklopa zniza pod temperaturo talis¢a FSP, pa toploto vrne v okolico. Na ta nacin
lahko z vgraditvijo FSP v konstrukcijski sklop zmanjSamo nihanja temperature v bivalnih prostorih, ki
so posledica spreminjanja zunanje temperature, in hkrati dosezemo, da so posamezni konstrukcijski ele-
menti sorazmerno lahki.

Za ponazoritev matemati¢nega opisa prenosa toplote skozi konstrukcijski sklop, ki vsebuje FSP, si
oglejmo naslednji primer. Vzemimo FSP z debelino L in temperaturo 75 < T}, ki zapolnjuje prostor
0 < x < L. Temperatura T} je temperatura tali§¢a snovi. V trenutku ¢ = 0 se temperatura na povrsSini
x = 0 poviSa na temperaturo 77 > T}, ki je potem stalna, hkrati pa temperaturo na povrsini x = L
vzdrzujemo pri zacetni vrednosti 75. V snovi se vzpostavi temperaturni gradient in toplota tece od
povrsine x = 0 v smeri pozitivne osi x (slika 1.20). FSP se zac¢ne taliti, najprej ob povrSini x = 0, in
meja med tekoco in trdno fazo se premika v smeri pozitivne osi z. Za vsako fazo posebej velja difuzijska
enacba, ki jo Zze poznamo. Tako imamo

T, 0T,
trdna f : = Xs ——
rdna faza En Xs 972

ot 0%T;
kapljevinska f : —_— = —_—
apljevinska taza ot X1 92

T(x,b) ,
g |
) )
= !
> ]
= !
Qo
T1 g &)
] trdna faza
)
I
]
I
:
]
T, ]
I
:
0 XM L X

Slika 1.20: Prenos toplote skozi fazno spremenljiv material.

Na meji med fazama (z = x)s) mora veljati zakon o ohranitvi energije. To pomeni, da se razlika

med toploto, ki jo v Casovnem intervalu dt prejme enota povrSine ravnine x = xps (— N\ % o—ans dt),
9T

in toploto, ki jo v ¢asovnem intervalu dt odda povrSinska enota ravnine = s (—As %5

T=zN t)’
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porabi za taljenje snovi, tako da velja

T
)_(_)\83 )] dt = pqrdzyy .
_ or | _
T=T ) T=T )

Predvideli smo, da sta gostoti kapljevine in trdne snovi priblizno enaki (p; =~ ps = p) in tako ni treba
upostevati spremembe prostornine pri taljenju ali strjevanju. S ¢; smo oznacili specifi¢no talilno toploto
snovi. Ce zadnjo enacbo na obeh straneh delimo z dt in jo malo preuredimo, sledi

o,
ox

o1
Lo

dSCM

As
dt

— g (1.34)

T=X N

T=T \f

Ustrezni robni, mejni in zacetni pogoji so:
Ti(x =z, t) = Ts(x = xpp,t) = T4

Ti(z=0,t) =T ,
Ts(x =L,t) =Ty,
Ty(2,0) =T, < T} .

Naloga, ki smo jo pravkar opisali, v sploSnem ni analiti¢no resljiva. Obstaja ve¢ numeri¢nih metod,
od katerih je najprimernejSa tako imenovana entalpijska metoda. V nadaljevanju se bomo omejili na
preprostejsi primer (slika 1.21), pri katerem bomo predvideli, da ima snov na zacetku temperaturo taliS¢a,
tako da velja

T(z,0) =T =1T; .

Nadalje bomo vzeli, da se snov tali tako pocasi, da se v kapljevini vzpostavi kvazistacionarno stanje, za
katero velja

T —T;
Ti(x,t) =11 — T
e =T
Ker je Ts = T} = const, iz enacbe (1.34) sledi
d dT; T — T,
pa =N = (135)
dt d |, M
Enacbo prepisemo v obliki
A _
rypdry = (T~ T) dt
Paqt

Obe strani enacbe integriramo:
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T(x,1) \
. l
= |
2 |
£ |
T, &_
1 © |
§ E : trdna faza
|
|
t>0 .
|
:
|
T, , T, = const.
|
I
0 Xy, L X

Slika 1.21: Prenos toplote skozi fazno spremenljiv material pri pogoju, da je zaCetna temperatura enaka
temperaturi taliSca

pa imamo
2N (Ty —Ty) 12
ch(t):[l(1 t)t] :
pat

Ce nas zanima &as, ki je potreben, da se stali plast snovi z debelino z; < L, enagbo (1.35) preuredimo

in dobimo
Pqt 2
t=(—r-r———< 2% . 1.36
<2/\1<T1_Tt>> M (139

Gornje enacbe smo dobili na podlagi predpostavke o kvazistacionarnem stanju v kapljevinski fazi, za
katero velja, da je potek temperature v kapljevini linearen. Da bomo ugotovili, kdaj je ta predpostavka
upravicena, izratunajmo naslednjo koli¢ino:

=M pwa Ty/2 22
pa 2N (M —T) M (M —-T)/q ~ Ste(l)’

pri cemer smo definirali Stefanovo stevilo za kapljevinsko fazo:

T,
ste(r) = L0 =) lq i
t

Ce je Stefanovo $tevilo Ste(l) < 1, je v/xit > x), in mehanizem prenosa toplote v kapljevini ima
dovolj casa, da se vzpostavi kvazistacionarno stanje. NaSa zacetna predpostavka je torej upravicena,
kadar je Stefanovo Stevilo kapljevinske faze majhno. Enako lahko izra¢unamo tudi debelino zmrznjene
plasti, ¢e imamo na zacetku kapljevino pri temperaturi tali§¢a in nato hipoma zmanj$amo temperaturo na
povrsini = 0 pod temperaturo taliS¢a.
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Ce se temperatura na povrsini z = 0 spreminja s ¢asom na znan nacin T} (¢) in &e to spreminjanje ni
prehitro, tako da velja \/x1 to > xas, kjer je t( karakteristi¢en Cas, v katerem se temperatura na povrsini
znatno spremeni, Sirino kapljevinske plasti izraCunamo enako kakor v prejSnjem primeru, le da moramo
T1(t) — T; obdrzati pod integralskim znakom. Sledi

2N i

pat

wa) = [224 [ @it - 17

Primer 1.8: Doloci cas taljenja za primer na sliki 1.21, ¢e povrsina x = 0 meji na zrak s temperaturo
T, > T} in Ce je prestopni koeficient toplote iz zraka v kapljevino enak h (slika 1.22).

|
x
=

faza

trdna faza

A
kapljevinska

zrak

0

Slika 1.22: Prenos toplote skozi fazno spremenljiv material z upostevanjem termalne plasti na meji med
zrakom in tekoco fazo

Resitev: Temperaturo T} (¢) na povr§ini = 0 dolo¢imo z enacbo, ki zahteva, da je gostota toplotnega toka, ki
prestopa iz zraka v kapljevino, enaka gostoti toplotnega toka, ki tece od povrSine kapljevine v notranjost.
Tako imamo

T, —T;
h(T, —Ty) =\ 193 ¢
M
in
s vk s
1= hl‘]\{ +1 :
Al

Rezultat vstavimo v enacbo (1.35) in dobimo

dry N hf{f” T, +T; 7).
— | 5= -1 ;
b 41

x =
Mt pae
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to najprej preuredimo:

in

A A (T, =T,
(I}yj—‘y-l) dry = l( 2 f) dt
h Pat
Enacbo integriramo in imamo
P a 2 RSV
t=— " 2 .
2x (T, — Tt) [xM T2 }

Nalogo reSimo Se hitreje, ¢e neposredno izracunamo gostoto toplotnega toka, ki priteka na mejo med
kapljevinsko in trdno fazo. Imamo dve zaporedni plasti, in sicer termalno plast s prestopnim koeficien-
tom h, ki ima enako vlogo kakor toplotna prepustnost staljene plasti z debelino = s, U; = A;/zas. Skupno
toplotno prepustnost U izraGunamo po enacbi 1/U = 1/h + 1/U; = 1/h + x3;/A;. Tako dobimo

Tz = gy

A T=T M

T, - 1T dl;
q:U(Tz*Tt): ti*)\il

Rezultat vstavimo neposredno v enac¢bo (1.35) in po kratkem racunu dobimo enak rezultat kakor zgoraj.
Tako se izognemo racunanju temperature 77 na povrsini kapljevinske plasti.

V limiti h — oo iz enacbe za T} sledi 77 — 7. in dobimo rezultat (1.36). V nasprotnem primeru, ko
je h < \j/xp, je Ty le malenkostno vedji od T3, tako da je skoraj celotna temperaturna razlika 7, — T}
skoncentrirana v termalni plasti ob povrsSini z = 0. Tedaj imamo

P4t TMm

t~ ———— .
h(T, —T})

Ta mejni rezultat sledi tudi neposredno iz zakona o ohranitvi energije, ki zahteva h (T, — T3)t = p g T 1.

Primer 1.9: Nad gladino jezera piha veter s temperaturo zraka T, = —10°C. Temperatura vode ob
gladini je Ty = Ty, = 0°C. Ce je koeficient prestopa toplote iz vode na zrak enak 40 W /m?K, doloci
cas, ki je potreben, da se na gladini nabere 1 m debela plast ledu. Doloci tudi temperaturo Ts zgornje
povrsine ledu (slika 1.23).

Resitev: Specifi¢na toplota ledu je ¢, = 2,1kJ/kgK, toplotna prevodnost A\; = 2,1 W/mK, gostota ledu p =
917 kg/m? in specifi¢na talilna toplota ¢; = 334 kJ /kg. Stefanovo Stevilo za ledeno plast je v tem primeru
enako

T, — Ty) _ G (T, -T.) 21-103Jkg 'K~ ! 10K

a a B 334103 Jkg !

Ste(s) = & — 0,063 .
Ker je Ste(s) < 1, smemo vzeti, da se v ledeni plasti vzpostavi kvazistacionarno stanje, tako da je potek
temperature v njej linearen. Ce oznacimo z xj; debelino ledene plasti, je gostota toplotnega toka, ki ga
voda oddaja v danem trenutku, enaka

_ Tt - Tz

Tl oz
h—’_)\S

q
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X
TZ
zrak
| , T(x.t)
,/ ,,,,:742 T'z\\ IXM led
U e

Slika 1.23: Rast ledene plasti na gladini vode

Ko to vstavimo na desno stran enacbe (1.35), imamo

dey) T — T,
@R

PAat

Enacbo malo preuredimo:

(33M+>\s) dry = As (Tt—Tz)dt
h Pat

in po integriranju imamo

P a: 2 As Tt
- — 2
on (T, —T) <“”’“’M+ I ] ’

kar je enak rezultat kakor pri prejsnji nalogi in bi ga lahko kar prepisali ob ustrezni zamenjavi simbolov.
Vstavimo podatke, pa dobimo

 917kgm™3 - 334-10° Jkg ! <1m2+22,1Wm‘1K‘1-1m

t= —=8.06-10%s = 93.3dni .
2.21Wm-1K-1.10K AO0Wm-2K-! } ) s ,3dni

Temperaturo 75 na zgornji povrsini ledu dolo¢imo na primer po enacbi

T, —T
(T =T.)=q= 1t x; )

R

kar nam da
BT+,
T2 = l hxy ’
1+ v

kar je podoben rezultat kot pri prej$nji nalogi. Razmerje hf—SM je enako 2 fSM = 40;}’&‘,:;5_}{1;11“1 =19. To
vstavimo v gornjo enac¢bo, pa dobimo: 7o = —10°C - 19/20 = —9,5°C. Temperaturni skok v termalni

plasti nad ledom je pri izbrani vrednosti toplotnega prestopnega koeficienta le 0,5 °C in ga lahko brez skode
zanemarimo.
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Primer 1.10: FSP ima debelino L in temperaturo Ty — ATs. V trenutku t = 0 se temperatura na eni
povrsini povisa na Ty + AT} in ostane stalna. Temperaturo druge povrsine pa vzdrZujemo na zacetni
vrednosti. Doloci debelino staljenega dela FSP, potem ko se vzpostavi stacionarno stanje. Oceni tudi
cas, ki je za to potreben. Vzemi, da sta gostoti kapljevinske in trdne faze priblizno enaki.

Resitev: Koordinatno os x usmerimo pravokotno na plast in izhodis¢e postavimo na povrsino z vi§jo temperaturo.
Meja med fazama v stacionarnem stanju naj bo pri x = Z ;. V stacionarnem stanju je potek temperature v
eni in drugi fazi linearen in ga podajata enacbi

AT,
T =T +AT, — =z,
M
AT,
T, =T, — — — I .
t L—.Q?M(x xM)

Uporabimo enacbo (1.34) in zahtevamo, da v stacionarnem stanju velja % = 0. Sledi

dT; dT
A— =As——
Yz w—Gas dz

=T )

Uporabimo enacbe za T; in T v stacionarnem stanju, pa imamo

/\l ATZ _ /\s ATS

Ty L—Zy '’
kar nam da
- L L
MU RAR T e
Vzemimo, da je FSP ledena ploi¢a in da velja, AT} = AT,. V tem primeru imamo &y = —&— Ce

1452°
upostevamo \; = 0,6 W/mK in Ay = 2,1 W/mK, sledi Z; = H% = 0,22 L. Stali se torej 22 % ledu.
0,6

Cas taljenja ocenimo prav tako s pomo&jo enadbe (1.34). V ta namen izra¢unajmo Stefanovi §tevili za vodo

i led: ATi  4,2kJ/kgK AT
C| l s g l
Ste(l) = = AT, ~ 0,013 —

W) =— 334k /kg — LT UK

cs ATy 2,1kJ/kgK ATy

Ste(s) =

= AT, =~ 0,0063 .
q 334kJ/kg K

Iz gornjih izrazov sledi, da sta Stefanovi Stevili v eni in drugi fazi majhni v primerjavi z 1, ¢e je AT} =
AT; < 10K. V tem primeru lahko vzamemo, da se med taljenjem FSP v eni in drugi fazi vzpostavi
kvazistacionarno stanje in smemo za temperature v obeh fazah zapisati

AT,

L=T,+AT,— —ux,
LM
ATy
Ts =T, — (x—zMm),
—Tum
torej podobno, kakor smo zgoraj zapisali za stacionarno stanje. Ta dva nastavka vnesemo v enacbo (1.34)
in imamo
)\l AT[ )\5 ATS dxM
- =pa

XM L*.TM dt
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Enacbo malo preuredimo:
dt — pq  wm (L — )

_AIATZ L—(].-i—lﬁ:)x]u M
in N

P at / Moam (L — )

t = TN
AN AT, 0 L—(l-i—li)x]w
Integral hitro izraGunamo, ¢e vpeljemo novo spremenljivko u = L — (1 + k) 2. Sledi
L TR S o TR L VY GO (1.37)
= — -2k |=—+In(1- . .
2NAT 1+ | 23, Tm Ty

Ko je k = 0, dobimo Ze znani rezultat (1.36). Pri x # 0 pa gre t — oo, ko gre xp; — Z . To je zato, ker
gre dzps/dt — 0, ko gre xpr — &ps. KarakteristiCen ¢as 7, ki dolo¢a priblizevanje k stacionarnemu stanju,
je o€itno

~2 ~2
P Ty Thr

TENAT, T v Ste()
Za AT; = AT; = 10K in ledeno plos¢o debeline 10 cm sledi

917kgm=3-334-10% Jkg™ ' - (0,22)2 - 10~2 m?
T =

~ 24 ~Th.
0,6Wm—1K-1-10K 100s~ 17

Ce v enatbi (1.37) izberemo % = 0,99, sledi za izbrane podatke

t=T1

1
r (1n102—1+>:a37m21h.
K 2K

Enacbo za Cas taljenja (1.37) prepiSimo v naslednji obliki:

t 1
~(+w) = = ks (1— ) — 5 € | (1.38)
kjer smo oznacili {u = £, 0 < {u < 1. Za majhne ¢ase (t — 0, &y — 0) velja In(1 — {ur) ~
—€n — %512\4 — -+ in enacbo (1.38) poenostavimo,
t 2
—(1+ ’i); ~—(1+£K)&y -

Za majhne Case torej velja

Em(t) = \/Z :

Nasprotno pa lahko za dolge ¢ase (t — oo in &y — 1) zapiSemo &y = 1 — may, kjerje nar < 1. Ce v
enacbi (1.38) na desni strani obdrzimo le ¢len Inn,,, imamo tako

ane,( "

oziroma
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1.7 Sevanje segretih teles

Vsa segreta telesa zaradi termiCnega gibanja gradnikov oddajajo energijo v obliki elektromagnetnega
valovanja. Ta pojav imenujemo termicno sevanje. Vzemimo, da telo izmenjava energijo z okolico le
v obliki sevanja. V toplotnem ravnovesju telo okolici odda v ¢asovni enoti enako mnozino energije v
obliki elektromagnetnega valovanja, kakor jo od nje prejme. Elektromagnetno valovanje, ki prihaja iz
okolice, se na povrsini telesa deloma absorbira, preostanek pa se odbije, e vzamemo, da telo ne prepusca
vpadnega valovanja. Za telo v toplotnem ravnovesju z okolico tako velja, da je mnozina izsevane energije
enaka mnoZini absorbirane energije v ¢asovni enoti. Poskusi pokazejo, da je mnozina energije, ki jo
telo izseva v Casovni enoti, odvisna od absolutne temperature povrsine telesa 7' in njenih fizikalnih
znadilnosti.

Vzemimo veliko votlo kroglo, ki jo vzdrzujemo pri stalni temperaturi 7. V srediscu krogle visi na
tanki nitki (prevajanje toplote po nitki zanemarimo) majhna kroglica (slika 1.24). S poskusom se lahko
prepri¢amo, da se slej ko prej vzpostavi toplotno ravnovesje. Takrat ima kroglica enako temperaturo 7'
kakor votla krogla. Energijski tok P predstavlja energijo, ki jo kroglica izseva v Casovni enoti. Nadalje z
J ozna¢imo mnozino energije, ki jo dobi enota povrsine kroglice v ¢asovni enoti od okolice. Zaradi kro-
gelne simetrije je gostota vpadnega toka j enaka za vsak povrsinski element kroglice, tako da v toplotnem
ravnovesju velja

P=aSj,

kjer je S povrsina kroglice a pa njena vpojnost ali absorptivnost in predstavlja delez vpadle energije
(S 7), ki jo kroglica absorbira. PrepiSimo gornjo enacbo v obliki

P/S
P/S _

a

(1.39)

Slika 1.24: Toplotno ravnovesje se vzpostavi s sevanjem in absorpcijo elektromagnetnega valovanja

Ce je kroglica dovolj majhna, je gostota vpadnega toka j odvisna le od temperature votle krogle,
ni¢ pa od snovi, iz katere je kroglica. Zato sklepamo, da enacba (1.39), ki velja za toplotno ravnovesje,
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velja za vsako kroglico ne glede na njeno sestavo in fizikalne lastnosti njene povrsine. To ugotovitev
imenujemo Kirchhoffov zakon. 1z same definicije absorptivnosti sledi

0<a<l1.
Telo, za katero je a = 1, imenujemo ¢rno telo. Ce oznatimo kvocient g z 5" ter z jEké.t.) povrsinsko
gostoto izsevane energije za ¢rno telo, sledi iz Kirchhoffovega zakona

Jie j*
©t) _J (1.40)
1 a

oziroma

it = a’jzké.t.) < jEké.t‘) .

MnoZina energije, ki jo pri dani temperaturi izseva enota povrsine telesa, je najvecja za crno telo.

Pomudimo se Se malo pri votli krogli, ki jo vzdrzujemo pri stalni temperaturi 7" (slika 1.25). Krogla je lahko
narejena iz poljubne snovi, le majhen delcek stene, oznacen z B, naj seva kakor ¢rno telo. To pomeni, da notranja
povrsina delcka B absorbira vse valovanje, ki pade nanj. Ker imamo toplotno ravnovesje, je mnozina energije, ki
jo prejme B v Casovni enoti, enaka energiji, ki jo B odda v ¢asovni enoti. Ker smo vzeli, da B seva kakor ¢rno
telo, sledi, da je gostota vpadnega toka na povrSini del¢ka B enaka gostoti izsevanega energijskega toka ¢rnega
telesa 5, . Ce odstranimo deléek B, bo nastala odprtina v plagéu votle krogle za zunanjega opazovalca sevala
kakor ¢rno telo s temperaturo 7', ¢e je povrsina delcka B majhna v primerjavi s povrSino krogle. Tako lahko
v praksi ustvarimo ¢rno telo, Ceprav stene votle krogle v splosnem ne sevajo kakor ¢rno telo. Enako velja za
elektromagnetno valovanje, ki pada na povrsino luknjice z zunanje strani. Tudi v tem primeru se luknjica obnasa
kakor ¢rno telo in vse vpadlo valovanje absorbira. Ce je luknjica dovolj majhna, je namre¢ verjetnost, da bi kaj
valovanja, ki je §lo skozi luknjico v notranjost votle krogle po veckratnih odbojih na notranji povrsini uslo nazaj
ven, zanemarljivo majhna.

Slika 1.25: Model ¢rnega telesa

Mnozino energije, ki jo ¢rno telo z absolutno temperaturo 7" in povr§ino S izseva v asovni enoti,
doloca Stefan-Boltzmannov zakon,

P=SoT*,
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kjer je o = 5,672 - 1078 W /m?K* Stefan-Boltzmannova konstanta. Za telo, ki ni ¢rno, sledi iz enacbe
(1.40), da je izsevani energijski tok enak

P=aSocT*,

Absorptivnost telesa a, kakor sledi iz enacbe (1.40), torej lahko razumemo tudi kot razmerje med povrsinsko
gostoto izsevanega energijskega toka necrnega telesa in povrSinske gostote izsevanega energijskega toka
¢rnega telesa. To pa hkrati pomeni, da je absorptivnost telesa a enaka njegovi emisivnosti e, ki jo defini-
ramo z enacbo

P=eSoT*. (1.41)

Torej,
e=a=1—-r,

kjer je koeficient r odbojnost povrsine telesa, to je razmerje med gostoto odbitega energijskega toka in
gostoto vpadnega energijskega toka (pri tem smo vzeli, da telo ne prepusca ni¢ valovanja). V sploSnem
sta tako absorptivnost kakor tudi odbojnost odvisni Se od valovne dolzine elektromagnetnega valovanja.
Za telesa, pri katerih je a = e = const in ki sevajo po enacbi (1.41), pravimo, da so siva telesa.

Primer 1.11: Sonce seva priblizno kakor ¢rno telo. Vsak kvadratni meter povrsine Zemlje, ki je pra-
vokotna na smer soncnih Zarkov, prejme energijski tok okrog 1360 W, ce zanemarimo absorpcijo v at-
mosferi (j, = 1360 W/m?). Koliksen je celotni izsevani energijski tok Sonca, koliko od tega prejme
Zemlja (absorpcijo v atmosferi zanemarimo) in koliksna je temperatura povrsine Sonca? Povprecna
oddaljenost Zemlje od Sonca je r = 1,5 - 10'' m, polmer Sonca Ry = 6,95 - 108 m in polmer Zemlje je
R, = 6371 km.

v

v

»
»

»
»

Slika 1.26: Energijski tok, ki ga prejme Zemlja od Sonca

ReSitev: Ker je gostota izsevanega energijskega toka Sonca na oddaljenosti Zemlje j%(r) enaka j, = 1360 W /m? in
ker Sonce seva enakomerno v vseh smereh, sledi

A
Py =j§(r)dmr® = j.Amr® =1360 — - 47 - (1,5-10" m)® ~ 3,85 - 10°° W .
m
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Za primerjavo povejmo, da je toplotna mo¢ reaktorja v Jedrski elektrarni Krsko enaka 2 - 10° W. Od energi-
jskega toka, ki ga odda Sonce, Zemlja prejme (slika 1.26)
dP,=j,27 R, sinf R, df cosf

in

2 /2 2 ! 2 W 6 2 17
P, =3, 27rRz/ sinf cosfdf = j, QWRZ/ sinfdsin6 = j, 7 R; ~ 1360 —; -7(6,4-10" m)” = 1,810 W .

0 0 m

Do istega rezultata pridemo s premislekom, da Zemlja od Sonca prestreza energijski tok j, na povrsini S,
ki je enaka pre¢nemu preseku Zemlje S = 7 R2, in je potem P, = j. S = j, m R%.

. . j» ™ R2 2
Na splosno lahko zapiSemo, 7= = =7=5 = ().
s Jz

Temperaturo povrsine Sonca dolo¢imo s pomocjo Stefan-Boltzmannovega zakona. Tako imamo

Po=c4nR:T! = j, dnr?

T, = (3 (’">2> v ( 1360 W 2 <1,5 101 m>2> . 5760 K
* 7"\ o \R, “ 1 5,67-10-8Wm—2K—4 \ 6,95-108m - :

V splosnem telo poleg tega, da oddaja v okolico energijo v obliki sevanja, prav tako tudi dobiva od
okolice energijo v obliki sevanja. Del energije, ki jo telo dobi od okolice, se v telesu absorbira in se
spremeni v notranjo energijo, del pa se odbije. Ali se bo telo ohlajalo ali segrevalo, je torej odvisno od
razlike med izsevanim in absorbiranim energijskim tokom. V toplotnem ravnovesju sta ta dva deleza,
kot smo ze povedali, enaka. Pokaze se, da je prenos energije s sevanjem pomemben dejavnik pri prenosu
toplote, Se posebej pri visokih temperaturah.

Kot primer si oglejmo prenos toplote s sevanjem med dvema (neskon¢nima) vzporednima ravnima
stenama s temperaturama 77 in 7o < 717 (slika 1.27). V skladu z drugim zakonom termodinamike

pri¢akujemo, da se bo toplota prenasala s sevanjem od stene z vi§jo temperaturo na steno z nizjo tem-
(0)

in

peraturo. Oznacimo povrSinsko gostoto oddanega energijskega toka ene in druge povrSine z j, ' in
povrsinsko gostoto prejetega energijskega toka z jl-(p ), pri ¢cemer je ¢ = 1, 2. Tedaj lahko zapiSemo:
i = e o T+ 5P (1.42)
in
i) = ea 0 T + 79§ (1.43)
1z zakona o ohranitvi energije sledi
i3 =5 (1.44)
s =i (1.45)
Gostota neto oddanega energijskega toka prve stene je torej enaka
i=i” =i =i -0 (1.46)
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Slika 1.27: Gostota energijskega toka j, ki se s sevanjem prenasa s toplejSe na hladnejSo povrsino

j= j£0) _jg?) — j§0) _jgp) (j£0) _ jép); jéo) _ jip)).

pri cemer smo upostevali enacbi (1.44) in (1.45). V enacbi (1.42) na obeh straneh odstejmo j?’ ) , venacbi

(1.43) pa jP). 1z enacbe (1.46) tedaj dobimo

j=eioTt—(1—r)iP | (1.47)

—j=esoTE— (1 —ry) 5 . (1.48)

Enacbo (1.47) pomnoZzimo na obeh straneh z eo, enacbo (1.48) pa z e1, upostevajmo 1 — r; = e; ter
dobljeni enacbi odstejemo eno od druge. Sledi

jler+e) =ereaa(Ty —T3) +ere (J'ép) *J'ip)) :

Upostevajmo (1.44) in (1.46), dobljeno enacbo malo preuredimo, pa dobimo

_o(Ty - Ty)
B S (1.49)
el eo

Toplota se torej prenasa v obliki sevanja od toplejSe stene h hladnejsi. Gostota toplotnega toka, ki ga s
toplejSe stene odnasa sevanje, je sorazmerna razliki ¢etrtih potenc absolutnih temperatur sten. Ce je ena
od sten €rna, na primer ea = 1, se enacba (1.49) poenostavi:

j=eo(Ty —T3) .

Do rezultata (1.49) lahko pridemo tudi z neposrednim izra¢unom tokov j %O) in j %p ).

(o eroTr+riesoTs
J£):eIUT{l[1+T2T1+(7“2T1)2+"']+T1€20T24[1—|-7"27‘1+(7‘2T1)2+---]: 1771 1529 72

177‘17’2
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Zdaj upostevamo enacbo (1.45), kjer jéo) dolo¢imo s pomocjo izraza za jio), v katerem samo zamenjamo indekse

1 « 2. Sledi
(p) _ (o) _T2€1 U'T14 +620’T24
]1 - J2 —

1 —Tr17re
in
0 (e oTt+rieaoTy) — (raeroTi +esoTy)  o(TH —Ty)
J=h —h = =3 T .
1—rir a—l—g—l

Za ponazoritev gornjih enacb si bomo ogledali nekaj sorazmerno preprostih zgledov, ki pa vseeno
vsebujejo vse znacilnosti primerov, ki jih obic¢ajno srecamo v praksi.

Primer 1.12: Doloci prenos toplote s sevanjem med dvema koncentricnima kroglama s polmeroma ry
in ro, ki imata temperaturi T in T3 (slika 1.28). Emisivnosti ustreznih povrsin krogel sta ej in es.

e,
T,<T,

Slika 1.28: Prenos energije s sevanjem med koncentricnima kroglama. Vsak povrsinski element d.S ene
ali druge krogle seva v polprostor.

Resitev: Nalogo resimo tako, kakor smo to naredili za dve ravni in vzporedni steni. Razlika je le v tem, da je zdaj
pripravnejse, ¢e raCunamo neposredno s toplotnimi tokovi, ki jih posamezna povrSina odda ali prejme, in ne
z njihovimi povrSinskimi gostotami. Oddane in prejete energijske tokove ene ali druge povrsine oznacimo
s Pi(o) in Pi(p),i = 1, 2. Tako imamo:

P =e SioTt+(1—e) PP | (1.50)

P = ey Sy o TE+ (1 —ey) PP | (1.51)

pri cemer smo upostevali r; = 1 — a; = 1 — e;. PovrSini krogel sta S; = 47 7% in Sy = 47 r3. Razlika
z dvema enakima vzporednima stenama nastane v naslednjem koraku. Toplotni tok Pl(p ), ki ga prejema
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povrsina notranje krogle, je namrec le del toka PQ(O), ki ga oddaja notranja povrsina zunanje krogle tako, da
velja
PP = F Py .

Vpeljali smo tako imenovani geometrijski faktor F, ki je odvisen od oblike in velikosti sevalnih povrsin
in njune medsebojne orientacije. Geometrijski faktor F' je Cisto geometrijska koli¢ina, ki jo izracunamo
za vsak par sevalnih povrin, ki nastopajo v danem problemu. Ce bi obravnavali na primer sevanje med
stenami sobe v obliki kvadra, imamo tak faktor za vsak par povrSin. Podobno enacbo zapiSemo tudi za
prejeti sevalni tok, ki ga prejme povrsina zunanje krogle. Sledi:

PP =P y(1-F) PP =p?y 1 E ;F
pri cemer smo upostevali, da notranja povrsina vecje krogle prejme celoten tok, ki ga oddaja manjSa krogla
(ustrezen geometrijski faktor je torej 1), in tudi delez (1 — F') svojega lastnega oddanega toka. Tako kakor
v prej$njem primeru nas tudi zdaj zanimajo le neto oddani ali prejeti tokovi posamezne povrsine. Naj bo
P neto tok, ki ga oddaja povrsina notranje krogle, P, pa neto tok, ki ga oddaja notranja povrsina zunanje
krogle. Glede na gornje oznake velja

r® (1.52)

p =P - p® (1.53)

1-F

P(P) o
L pl)_ — PP =_p . (1.54)

F
Ko se na primer ena krogla ohlaja, se druga segreva, kar je preprosta posledica zakona o ohranitvi energije.

P, =P -pP =

Zdaj v enacbi (1.50) na levi in desni strani odstejemo Pl(p ), v enacbi (1.51) pa P2(p ), upostevamo definiciji
(1.53) in (1.54) ter enacbo (1.52), pa imamo

P1:€1510'T147€1P1(p),
_P]_:eQSQOTQAL_eQPQ(p)E@QSQUTSL_eQPl_%Pl(p) .

V naslednjem koraku prvo od gornjih dveh enalb pomnozimo na obeh straneh z es / F, drugo pa z e ter ju
medsebojno odstejemo in preuredimo. Sledi

S0 Tt —FSy0Ty

14 (i - 1)

€1 €92
Vse, kar nam Se preostane, je, da dolo¢imo geometrijski faktor F'. Kakor smo Ze omenili, ga lahko v
vsakem primeru izra¢unamo tako, da podrobno opredelimo energijske tokove, ki jih prejemajo ali oddajajo
infinitezimalni povrSinski elementi dS na posameznih sevalnih povrSinah. V ucbenikih, ki se ukvarjajo s
prenosom toplote s sevanjem, so ti faktorji za standardne sevalne povrsine v tipicnih medsebojnih legah ze
izratunani*. Mi bomo spodaj navedli ustrezne vrednosti geometrijskih faktorjev za sobo v obliki kvadra.
Za primer dveh koncentri¢nih krogel pa lahko faktor F' zelo preprosto dolo¢imo z naslednjim fizikalnim

premislekom. Vzemimo, da sta krogli v toplotnem ravnovesju, to je 77 = T5. V tem primeru je P, =
— P, = 0. Ce upostevamo dobljeni rezultat za Py, ko velja T7 = 15, sledi

S 1\ 2
51:F52—>F:1:(1> .
Sa T2

P

“R. Siegel, R. Howell: Thermal Radiation Heat Transfer, McGraw-Hill (1972).
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Tako imamo kon¢ni rezultat:
Si0 (T} = T3)

P =

Ce je polmer notranje krogle veliko manjsi od notranjega polmera zunanje krogle, r; < 7o, sledi

P1 :61510(T14—T24) .
Toplotni tok, ki ga notranja kroglica izgublja, je neodvisen od emisivnosti vecje krogle. Zanimiv je tudi
primer, ko je rq, 79 > ro — r1. Tedaj imamo:

_S1U(T14—T24)
TTI I
€1 €2

Py

rezultat, ki ga Ze poznamo in velja v enaki obliki tudi za dve veliki ravni vzporedni steni ne glede na to, za
koliko sta razmaknjeni.

Dodatek
S,!
! C
T c
S, b
- - a a
F1,2 F1.3

Slika 1.29: Konfiguracija povrsin (51, S2) in (51, S3) za geometrijske faktorje F7 2 in F 3. Naj bo F; ;
geometrijski faktor, ki dolo¢a deleZ energije, ki jo izseva povrSina S; in jo sprejme povrsina S;. Potem
Velja Sz Fi,j = Sj Fjﬂ'.

V sobi v obliki kvadra s stranicami a, b, c imamo samo dve razli¢ni medsebojni orientaciji sevalnih povrsin
(slika 1.29). Geometrijski faktor za par (S;, S;) oznacimo s F; ;. Za nasprotno lezece vzporedne sevalne ploskve
je geometrijski faktor enak:

1
2 1 2 1 2 2
Fip=1Fp, = ln[( Tz )2( +2y)] try/Irg2tant [ —2— | L+
TXY 1+z 4y V1412

{y ]. + 1’2 tan71 <\/1:_y|_72) — xtan71$ - ytanly} 9
x

kjer je x = a/ciny = b/c. Geometrijski faktor za sevalne povrsine, ki so pravokotne ena na drugo in imajo en
skupen rob, je enak:

Fi 1 xtan_ll—l—ytan_ll— 22 +y2tan" ! _ +
Y r T Yy Va? +y?
! 1n{[<1+x2)(1+y2>] [w2(1+w2+y2> Y0ty |
) ( ) ’

47z 1+ a2 +y? (14 22)(x? + y? 1+ y2) (2?2 + 9y

TTY
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kjerjespetz = a/biny = ¢/b. F31 = F1,3.51/5s.

Primer 1.13: Med dvema vzporednima stenama, katerih toplotni prepustnosti sta Uy in Us, vzdrzujemo
stalno temperaturo Iy (slika 1.30). Temperatura zraka na zunanji strani ene in druge stene naj bo
TZ(L), TZ(D) > Tn. Gostoti neto sevalnega toka na zunanji povrsini sten oznacimo z jéOLl) in ngDl). Doloci
gostoto toplotnega toka, ki priteka iz zunanjosti v prostor med stenama in temperaturne skoke na notra-
njih povrsinah sten. Emisivnosti notranjih povrsin sten sta ey in es, toplotni prestopni koeficienti pa so
za vse povrsine enaki h.

A
T(x)
o J J
T, > —> 7o
T I —
! 7.0
1
TO 70
q4 : TN : 4>
U1 Uz «
0 X

Slika 1.30: Prenos toplote iz okolice v prostor med navpic¢nima stenama

Resitev: OznaCimo gostoto toplotnega toka, ki je v splosnem sestavljen iz prispevkov konvekcije, kondukcije in
sevanja, s g. V stacionarnem stanju imamo tako (vse temperature, ki nastopajo v enacbah, ki sledijo, so

absolutne temperature)
(L)
(TZ(L) + (J;Lol ) _ Tl(L)

q=U (Tl(L) - Tz(L)) )

= (T T 40 =

9

@=h (T2(L) —TN> +7,

kjer je j gostota neto sevalnega toka, ki ga oddaja notranja povrsina leve stene, in ga prejema notranja
povrsina desne stene. V skladu z enacbo (1.49) in oznakami temperatur na sliki 1.30 velja

o[y -]

EET
61+€2 1

Podobne enacbe zapiSemo za desno steno. Sledi:

i D
Tz(D)+ s;/l 7T1( )

o = Uy (Tl(D) B TQ(D)) ’

ol — )

@=nh (TZ(D) - TfD)) + iy =




1.7 Sevanje segretih teles 51

@ =h (TQ(D)fTN)fj.

Da bodo enacbe v nadaljevanju enostavnejse, redefiniramo zunanje temperature na levi in desni tako, da
i
J

L (D)
nadomestimo Tz(L) + =k — TZ(L) in TZ(D) + ij’l — TZ(D). Zgornje enacbe tako Se enkrat prepiSemo

takole:
@ =h (TZ(L) - TI(L)) ;
o= (1Y -1
q=h (TZ(L) _TN) +7,
in

@=h (TZ(D) - Tl(D)) :
q2 = Us (TfD) - Tg(D)) ;

a=h (1§ —Tx) -],

1z gornjih enacb brez tezav izratunamo kolicine, po katerih vprasuje naloga. Tako dobimo

p (189 - 1) )
— + .‘7
n 2+ 21 )
1

U
h (1 - 1) < ) )
qo = h - h 'ja
2+72 2“!‘72
L h
T(L)_TN—Té)_TN_H—Ul.l
2 = R h )
2+U—1 2+U1 h
h .
(D) TP -1y 1+
TP — Ty = N Ul
2+ = 24+ 4 h
2 2

-1y TS -T 1+ 1442\
QI O et S Rar) Uy =g (1.55)

2+ & 2+ 4 2+ 4 2+ 4

Gostota celotnega toplotnega toka, ki priteka v prostor med stenama, je

(1 =1v)  n (17 - Tv) hooh

Us U,

+ +

h h
2+ 7, 2+ g (24—,%) <2+U%)

Ce hotemo med stenama vzdrZevati stalno temperaturo 7', moramo ravno toliko toplote, kakor jo v ¢asovni
enoti priteka v prostor med stenama, odvesti s primerno hladilno napravo. Ce zanemarimo sevanje, je
gostota toplotnega toka pri danih zunanjih pogojih enaka:

n (1 =1w) 0 (T - Tv)

+
2+ & 2+ &

q=q +q =

Q|j:o =
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Zaradi sevanja se gostota toplotnega toka poveca ali zmanjsa za delez

h h

U2 U1 ]
h h ’
(2+ U—l) (2+ U—)

ki je lahko pozitiven ali negativen. Sevalni tok j je pozitiven in je usmerjen od notranje povrsine leve stene

proti notranji povrSini desne stene tedaj, ko je TQ(L) > TQ(D). V nasprotnem primeru je smer sevalnega toka

obrnjena in ima zato negativni predznak. Iz enacbe (1.55) lahko tako razberemo, da je sevalni tok usmerjen

(5-m) (557 -r)
z N Z N

2+UL1 2+UL2

od leve stene k desni le, Ce je

in obratno v nasprotnem primeru.

Ker so temperaturni skoki ob notranjih povrsinah sten TQ(i) —TnN, ¢ = L, D majhni v primerjavi z absolutno
temperaturo zraka Ty med stenama, lahko zapiSemo

@\ _ @ _ * T 3 () _
T, = |Tn + (T} Tn ~Ty+4Ty Ty In)+---
in je gostota sevalnega toka v tem priblizku
1oty (T4 - Ti?)

]~
141 9
€1 €2

Upostevamo Se enacbo (1.55), pa dobimo

- T(L)_TN 3 T(D)—TN
4oT | 22— ) —4oT3 | 25X
N\ 2+ N\ 2+

Jj~ } .
4oT3 14+ 2 14
(2+d-1)+220 (5 + 52
€1 €2 v 2+T1 2+U72

Oglejmo si dva konkretna primera. Naj bosta steni enako debeli z debelino L = 0,3 m, pri ¢emer je leva
stena iz opeke s toplotno prevodnostjo A; = 0,53 W/mK, desna pa iz betona s toplotno prevodnostjo
A2 = 1,7W /mK. Toplotni prestopni koeficient naj bo h = 2 W /m?2K. Toplotni prepustnosti leve in desne

stene imata vrednosti
A 0,53 Wm—1K~!

b P 2
U=7= 03m 1,8W/m?K |
Ao 1L7WmlK-! )
U= =g = OTW/mK,

Nadalje vzemimo, da so temperature a) TZ(L) = 303K (30°C), TZ(D) = 298K (25°C)in Ty = 291K
(18°C), b) TZ(D) = 284 K (11 °C), preostale temperature pa enake kakor v primeru a. V obeh primerih naj
bosta emisivnosti notranjih povrsin sten enaki e; = es = 0,8.

a) Ce vstavimo podatke v izraz za gostoto sevalnega toka, dobimo j ~ 1 W/m?2. Gostota toplotnega
toka brez upostevanja sevanja je q|j—o) ~ 14 W/ m?. Prispevek sevanja h gostoti toplotnega toka je

h h

B2 U i~ —0,1W/m? ,

(2+U£1) (2+U%)
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b)

kar pomeni, da je v tem primeru vpliv sevanja notranjih povrsin sten na gostoto celotnega toplotnega
toka zanemarljiv. Prispevek je manjsi od 1% gostote toplotnega toka ¢|(j—g). Temperaturni skoki na
notranjih povrSinah sten brez upoStevanja sevanja so

(T2(L> - TN) [y = 3.9°C,

(T§D> - TN> |y = 3.0°C,

Ce upostevamo sevanje, se temperaturni skok na notranji povrsini leve stene zmanjsa,
T — Ty ~3,9°C - 0,34°C |

na notranji povrsini desne stene pa se poveca na
T{P) — Ty ~3,0°C+0,3°C |

Popravek v enem in drugem primeru je okrog 10 %, tako da sevanje bolj vpliva na temperaturne skoke
na povrsini sten kakor pa na velikost toplotnega toka, ki priteka v prostor med stenama. Obenem
zdaj tudi razumemo, zakaj je sevalni tok tako majhen, saj mu namre¢ ustreza temperaturna razlika le
T — 1P ~ 0,26°C.

Gostota sevalnega toka je v tem primeru j ~ 7,7W/m?, medtem ko je ¢|j—o) ~ 1,8 W/m?.
Prispevek sevanja h gostoti toplotnega toka ¢ je v tem primeru —0,8 W/m? ali 44 %, kar seveda
ni zanemarljivo. Podobno velja za temperaturne skoke, kjer imamo TQ(L) —Tn = 3,9°C —-2,6°C,
TP — Ty ~ —3,6°C +22°Cter TS — TP ~ 2,7°C.

Primer 1.14: Kot naslednji primer vzemimo fasadno modularno plosco, ki ima na zunanji strani plos¢o
iz kaljenega stekla debeline 8 mm, na notranji strani pa mavcéno-kartonasto ploscéo debeline 1,2 cm.
Vmes je 5 komor, vsaka z debelino 2 cm, ki so locene z 0,1 mm debelo aluminijasto folijo (slika 1.31).
Komore so napolnjene s COs pri tlaku 1 bar. Snovne lastnosti za posamezne sestavne dele so zbrane v

preglednici 1.2.

Preglednica 1.2: Podatki k primeru 1.14

p (kg/m?) | A (W/mK) | ¢, (kJ/kgK)

steklo 2500 0,81 0,84
aluminij 2700 203 0,87
mavec 1400 0,76 1,09
COq 1,8 0,016 0,85

Doloci maso ploscée na enoto povrsine m/S, toplotno prepustnost U in ¢as, v katerem se v plosci
vzpostavi stacionarno stanje, Ce je na zacetku plos¢a v toplotnem ravnovesju z okolico pri temperaturi
T, nato pa se temperatura na povrsini stekla v hipu povisa na Ty > 13! Ali je v tem primeru treba
upostevati prenos toplote s sevanjem? Utemelji odgovor!



54 1 Prenos toplote

alufolija

st
[ KVt |

ol

CO,| -

steklo | mavcna plos$ca

Slika 1.31: Fasadna modularna plos¢a

Resitev: Masa plosce na enoto povrSine je:

m
§ = Psteklo dsteklo + Pmavec dmavec + 4 PAl dAl +5 pco2 dco2 ~ 38 kg/m2 .

Zaradi dodatnih robnih elementov, ki zapirajo komore, je dejanska masa na enoto povrsine nekoliko vecja
in znaga okrog 45 X5,

Toplotne prepustnosti posameznih plasti so:

)\steklo Oa81 WK w
Us = = W~ 101 ,
RO T terdo 0,008 m m2 K
Aal 203 5 W
Ua = = - ~5-10° ——
AT 4da 40,0001 m m?2K ’
)\mavec 0776£ W
Umavec - - m K ~ 63 s
dmavec 0,012 m m2 K
A 0,016
UCO _ CO2  _ mK 0,16 i .
> bdy,,  5-0,02m m2K
Toplotna prepustnost panela U je tedaj enaka
1 1 1 1 1 m2K m? K 1
— =4 — + ~ (107242-:107%+1,6-107246,25 ~ 6,28 ~ )
U Usteklo UAI Umavec U002 ( ) W W UC()2

Toplotna prepustnost panela je torej priblizno enaka toplotni prepustnosti plina v komorah, to je

%%
U=~016——.
T m2K

Vrednost, ki jo specificira proizvajalec, je U = 0,24 W/m?K. Razlika glede na vrednost, ki smo jo
izracunali, je posledica toplotnih izgub skozi robne elemente fasadnega panela.

SKatalog produkta Qbiss. Air, The ultimate thin facade system for maximal space and energy efficiency. Trimo d. d.,
Trebnje (2010).



1.7 Sevanje segretih teles 55

Termicne difuzivnosti posameznih vrst materiala panela so:

A 0,81 W, 2
Xetekto = ——2H0 = = mE____~04.1070 2
Psteklo Cp steklo 2500 ms 0,84 - 10 7kgK S
A 203 W 2
XAl = —2— = K ~864.1070
pAICpAl 2700 1% - 0,87 - 10% s
)\mavcc 0,76 W 2
Xmavec = = ke m K B ~ 0,5 . 1076 mﬁ s
Pmavec cp mavec 1400 m3 1’09 . 103 kgiK S
o Aco, 0,016 % N o m?
Xco, = = = 3 ~105-107° —.
Pco, Cpco, 1,8-5-0,85-10 BK S

Ustrezni ¢asovni intervali, ki so potrebni, da se v posamezni plasti doseze stacionarno stanje, so

dgteklo _ (8 i 1073 m)2
Xsteklo 074 -10-6 %

tsteklo ~ ~ 160 s ~ 3min s

d>? 10=%m)2
tAlmﬂ:(in%zlo_‘ls,
XAl 86,4 -10-°6 mT
d?, 1,2-1072m)?
tmavec A EAVEC — ( : m) ~ 300s = S5min s

Xmavec 0,5 <106 %2

5d 2 .2.1 —2 2
~ ( COQ) _ (5 0 mz ~ 950s ~ 16 min .
Xco, 10,5 - 106 %

COy

Glede na gornje ocene lahko re¢emo, da se v panelni plos¢i vzpostavi toplotno ravnovesje v nekaj deset min-
utah. Sevanje je treba upostevati le na zunanji povrsini stekla in mavene plosce, tako da primerno izberemo
(redefiniramo, kakor smo to storili pri prej$nji nalogi) temperaturi 75 in 73 . Sevanja med komorami ni treba
upostevati, kar sledi iz enacbe za gostoto sevalnega toka med dvema ravnima vzporednima povrSinama s
temperaturama 7, in Ty:
4 4
g (Ta B Tb)
| T
et !

Za kovinske povrSine namre¢ velja, da je odbojnost za elektromagnetno valovanjer =~ line=a=1—r =
0. Ce je torej vsaj ena od obeh emisivnosti povrsin e enaka ni¢, iz gornjega izraza sledi j ~ 0.

Vzemimo, da sta temperaturi 7o = 25°C in T} = 35°C. Ko se vzpostavi stacionarno stanje, vsak m?
plosce prejme toploto

Q T - T T, - T
— R Psteklo dsteklo Cpsteklo (11 — T2) 4+ pa1dai ¢p Al 172 + Pco, D eo, Coeo, - 5 2,

S
in Ce uposStevamo temperaturno razliko 77 — 75 = 10 °C, sledi

Q kI .kl kI kI
SR8 555l =174
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Fasadni panel, ki smo ga obravnavali, ima majhno maso na enoto povrsine in majhno toplotno prepustnost.
Njegovi slabosti sta majhna toplotna kapaciteta na enoto povrsine (C = %—/7:5)6 in kratek cas, v katerem
se vzpostavi stacionarno stanje. Pri tako kratkem Casu panel skoraj trenutno oziroma z zakasnitvijo nekaj
deset minut, kakor smo videli zgoraj, sledi spreminjanju zunanje temperature, ki se pri nihanju dnevnih
temperatur spreminja z znacilnim ¢asom nekaj ur.

Vzemimo enak panel kakor zgoraj, le da komoro, ki meji na stekleno plosco, napolnimo s parafinom, ki ima
talisce priblizno pri 25 °C. Specifi¢na talilna toplota parafina je okrog 140 kJ/kg, gostota trdne in tekocCe faze
je priblizno enaka in je 820 kg/m?. Specifi¢na toplota trdne faze je ¢,; = 4kI/kgK, tekoce c,; = 1,5 kI/kgK
in toplotni prevodnosti tekocCe in trdne faze sta priblizno enaki 0,2 W/mK. Ko se v tem primeru temperatura
zunanje povrsine stekla poviSa na 35°C, se zacne plast parafina v prvi komori taliti. Stefanovo Stevilo
tekoCe faze je

a(Ti—T) 15kJkg™' 10K _

Ste(l) = — ~0,1.
a 140kJ kg

Torej smemo vzeti, da se med taljenjem parafina v teko&i fazi vzpostavi kvazistacionarno stanje. Cas taljenja
izratunamo po enacbi (1.36) (temperaturni padec v stekleni plos¢i zanemarimo),

0 ) 820kgm™3 - 140 - 103 Jkg "
t=(——rrt—o ) d® =
2 (

= (0,02m)% ~ 3,2h .
T -1)) %o = 20owmikT ok (002 A 3,

Odzivni Cas panela se je z vstavitvijo FSP povecal z nekaj deset minut na nekaj ur. Toplota, ki jo pri tem
prejme vsak m? raztaljene plasti parafina, je

Q_

S ¢ =820kgm™3-0,02m - 140kJ kg™ ~ 2300 kJ/m? .

COy
Ko se plast parafina v prvi komori stali, se v naslednjih priblizno 15 minutah vzpostavi stacionarno stanje
v celotnem panelu tako, da je na zunanji povrsini stekla temperatura 35 °C, na zunanji povrSini mavéne
plosce pa 25 °C. Temperaturo aluminijaste folije Tj(;]) , ki loci tekoci parafin od ogljikovega dioksida v drugi
komori, izracunamo po enacbi (temperaturni padec v alufoliji zanemarimo)

VI-TY T T
: dC02 €02 4dC02 ’
kar nam da T 10K
n_ 1742 ~
B = e T T 0z YR
Ao, 0,016

Temperaturni padec v parafinski plasti je le 0,2 K. Plast parafina se je potem, ko se je stalila, Se segrela
za priblizno 10K, pri ¢emer je prejela dodatno toploto % ~ pdeo, cpi (Tr — To) = 820kg m—30,02m -
1,5kJkg™! - 10K ~ 250 kJ/m?.

Za sklep tega poglavja bomo navedli $e nekaj zgledov, ki dodatno potrjujejo pomembnost termi¢nega
sevanja pri prenosu toplote. Na primer, pozimi nam je lahko v sobi z vro¢imi radiatorji in Ze ogretim
zrakom hladno, dokler se tudi stene ne segrejejo. Za to je krivo sevanje, ki ga nase telo oddaja stenam,
te pa ga ne vracajo v zadostni meri, dokler se ne segrejejo. Podobno razumemo, zakaj je verjetnost

®Pri tem ne smemo pozabiti, da je mnoZina prejete ali oddane toplote odvisna od vrste spremembe, ki ji je snov podvrzena.
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za nastanek slane vecja, kadar so noci jasne, kakor tedaj, ko je nebo prekrito z oblaki. Ker zrak pri
normalnih temperaturah prakti¢no ni¢ ne seva, predstavlja jasno nebo ¢rno telo s temperaturo priblizno
3 K. Ob jasnih noceh povrsina Zemlje oddaja v nebo precej toplote v obliki sevanja, v zameno pa je
dobiva zelo malo. Ce ni vetra, se zato povrina Zemlje hitro ohladi tudi pod ni¢ stopinj Celzija, &eprav je
temperatura zraka lahko precej nad niclo. Drugace je, ¢e so noci oblacne. Voda v oblakih namrec¢ veliko
izsevane infrardece svetlobe absorbira in jo precejSen delez izseva nazaj na Zemljo. Tako povrSina Zemlje
v celoti izgublja manj toplote in se zato tudi manj ohladi.

Energija, ki jo segreto telo izseva v obliki elektromagnetnega valovanja, ni enakomerno porazdeljena
po valovnih dolzinah. Porazdelitev izsevane energije telesa po valovnih dolzinah imenujemo spekter
sevanja. Spekter ¢rnega telesa poznamo (podaja ga t. i. Planckov zakon, enacba (1.56) v razdelku
1.8). Za necrna telesa velja, da sta tako absorptivnost kot tudi emisivnost odvisni od valovne dolzine:
a = a(\) in e = e()\). Enakost a = e, ki smo jo zapisali v zvezi s Kirchhoffovim zakonom, moramo v
resnici natanéneje opredeliti tako: a(\) = e(\). Trditev, da so dobri absorberji tudi dobri sevalci, velja
le za absorpcijo in emisijo pri enaki valovni dolzini in enaki temperaturi. Vpojnost ali absorptivnost
nekaterih snovi je namre¢ mo¢no odvisna od valovne dolzine absorbirane svetlobe. Steklo, na primer,
ki je prozorno za vidno svetlobo (400nm < A < 800 nm), mocno absorbira infrardeco svetlobo (A >
1000 nm).

To je razlog, zakaj je temperatura v topli gredi v sploSnem precej visja od zunanje temperature.
Soncno sevanje v vidnem delu spektra z lahkoto prodre skozi steklo in se absorbira v zemeljski in na
drugih povrsinah v topli gredi ter jih tako segreva. Vse povrSine (tudi zemeljska) seveda tudi sevajo,
a ker je njihova temperatura veliko nizja od temperature Sonca, sevajo predvsem infrardeco svetlobo.
Za te valovne dolzine pa je steklo prakti¢no neprepustno in zato ostane veCina prejete soncne energije
v topli gredi, katere notranjost se na ta racun segreva. V topli gredi se torej absorbirajo kratke valovne
dolzine, izsevano elektromagnetno valovanje pa ima predvsem dolge valovne dolzine in v povezavi z
absorptivnostjo stekla dobimo skoraj enosmeren tok energije.

Za konec naredimo Se kratek ra¢un. Kakor smo Ze omenili, je gostota energijskega toka s Sonca na
robu zemeljske atmosfere priblizno j = 1360 W /m?. Povpre¢na absorptivnost atmosfere a je okrog 0,7.
Ce povpregimo vpadni energijski tok &ez celotno povr§ino roba atmosfere, imamo

-~  TR? W W

j = I -0,7 -1360@ :238@ ,
R je priblizno kar enak polmeru Zemlje. Ce vzamemo, da je Zemlja kot planet v toplotnem ravnovesju z
okolico (v povpredju ez veg let), to pomeni, da mora vsak m? povrsine Zemlje oddajati sevalni energijski
tok 238 W. Ce povrina Zemlje seva priblizno kakor ¢rno telo, mora biti ravnovesna temperatura 7.,
njenega povrsja enaka

238 W 238 W m 2 1/4
e T Tz e (5,67 10 85 Wm-2 K4>

Pri teh pogojih je ravnovesna temperatura torej enaka —18 °C. V raCunu nismo upostevali, da se pre-
cejsen delez dolgovalovnega sevanja, ki ga zemlja oddaja, absorbira v atmosferi, in to predvsem v vodni
pari in molekulah CO,. Atmosfera absorbirano energijo nato ponovno izseva v obliki dolgovalovne in-
frardece svetlobe. Delez, ki ga atmosfera izseva proti Zemlji, se na njeni povrsSini absorbira in jo tako
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segreva. Zato je dejanska povprecna vrednost temperature zemeljske povrsine vecja in je priblizno enaka
T, ~ 288K ali 15°C. Ucinek tople grede v tem primeru torej povzroCi dvig ravnovesne temperature
za priblizno 33 °C. Toda pri temperaturi 288 K Zemlja seva precej bolj kakor pri temperaturi 255 K.
Ce ponovno vzamemo, da seva kot &rno telo, je gostota izsevanega energijskega toka pri 288 K enaka
390 W/m?. To pomeni, da ob toplotnem ravnovesju atmosfera Zemlji vrne 390 W /m? — 238 W/m? =
152 W /m?. Ce Zemlja dobi manj od te vrednosti, se zaéne ohlajati, ¢e dobi veg, pa se zaéne segre-
vati. Katera od teh dveh moznosti prevlada, pa je odvisno predvsem od mnozine vodne pare in COs v
atmosferi.

1.8 Spekter sevanja ¢rnega telesa in osnove fotometrije

Zdaj se bomo vprasali, kako je energija, ki jo ¢rno telo izseva v obliki elektromagnetnega valovanja, po-
razdeljena po valovnih dolzinah. Elektromagnetno valovanje, ki ga zaznava ¢lovesko oko, ima valovne
dolzine na intervalu od priblizno 400 nm do priblizno 780nm (1nm = 10~%m). Tako elektromag-
netno valovanje na kratko imenujemo vidna svetloba. Elektromagnetno valovanje z valovnimi dolzinami
od 780 nm do priblizno 1 mm imenujemo infrardeca svetloba, elektromagnetno valovanje z valovnimi
dolzinami od 10 nm do 400 nm pa je tako imenovana ultravijolicna svetloba. Zunaj nastetih obmocij
imamo na dolgovalovni strani mikrovalove in radijske valove, na kratkovalovni strani pa rentgenske Zarke
in Zarke gama. Nas zanimajo predvsem deleZi izsevane vidne, ultravijoli¢ne in infrardece svetlobe.

Naj bo dj{é.t.) delez izsevanega energijskega toka na enoto povrSine Crnega telesa, ki odpade na
interval valovnih dolzin med A in A + dA. To lahko zapiSemo Se takole

dj,
. (et
dj*.
Kvocient Jg;.) predstavlja spekter sevanja ¢rnega telesa in ga grafi¢no prikazemo tako, da na ordinatno

i . . .. " ..
os nanasamo vrednosti S‘/‘\“') , ha abscisno pa ustrezne vrednosti valovne dolzine. PovrSina, ki jo tak graf

oklepa z abscisno osjo, je enaka povrsinski gostoti izsevanega energijskega toka, to je jz}l.t.) = oT*
Prvi, ki je matemati¢no opisal spekter sevanja ¢rnega telesa, je bil Max Planck (1900), in tako imenovani
Planckov zakon se glasi

djEké.t.) B 27 hc? 1
dN N ehe/ART _ 17

kjer je ¢ = 299792458 m/s ~ 3 - 10°m/s hitrost svetlobe v vakuumu, k¥ = 1,381 - 10723 J/K je
Boltzmannova konstanta in h = 6,626 - 10734 Js Planckova konstanta. Spekter sevanja érnega telesa za
razli¢ne temperature telesa je prikazan na sliki 1.32.

Kakor smo ze omenili, je vsota vseh prispevkov posameznih valovnih dolzin enaka energiji, ki jo
enota povrsine ¢rnega telesa izseva v ¢asovni enoti. To je

(1.56)

AT dA 2 kATt [ 23 dx
ok _ 4 2 _
Jery=01" =2mhe /0 Ghe/AKT _ 1 B3 c2 /0 o _1°
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Slika 1.32: Spekter sevanja ¢rnega telesa za temperature 77 = 5800 K, 75 = 4000 K in 75 = 2500 K

Integral izracunamo tako, da imenovalec pod integralom razvijemo v vrsto. Dobimo

© 23dx © p3e oo =6 m
— dr = 3 (o~ -2z -3z | .. dr = - -
/0 1 /0 o /0 2> (e +e e T4 ) da ;n‘l B

Tako imamo

20 kA
_ 4 _ o
Jewy =T <15h302>
in nato -
27k s W
o= e - 00 e

Delez izsevanega energijskega toka na intervalu valovnih dolzin A\ = Ay — A izraCunamo po enacbi
j(*é.t.) (AX, T) 15 he/Aa kT 4.3 gy

n(AN, T) = = .
oT* ™ Jnepanr € —1

Integral izracunamo numeri¢no. Tako dobimo za Sonce, ki ima temperaturo povrsja T' = 5760 K, deleze
izsevane ultravijoli¢ne, vidne in rdece svetlobe, n(UV, 5760K) ~ 10 %, n(VS, 5760K) ~ 46 % in
n(IR, 5760K) ~ 44 %. Enako izratunamo ustrezne deleze tudi za navadno Zarnico, ki ima temper-
aturo nitke okrog 2500 K. V tem primeru dobimo 7(UV, 2500K) =~ 0,02 %, n(VS, 2500K) =~ 6 % in
n(IR, 2500K) ~ 94 %.

Primer 1.15: S pomodjo Planckovega zakona doloci valovno dolzZino A\p,a., pri kateri ¢rno telo s tem-
peraturo T’ najmocneje seva!

Resitev: Spekter sevanja ¢rnega telesa ima pri valovni dolzini \,,,, maksimum z vodoravno tangento. To pomeni,

da velja:
d @z, -0
dx | dA o

_ 27 hc? -5 he ehc/ART
T )6 ehc/AKT _ 1 + AET (el c/AKT —1)2

Amaz
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Ce oznagimo h ¢ /A kT = x, lahko gornjo enacbo prepisemo kot

x

5= =z(l4+e®+e 2T e 37 4.0,
1—e?
Resitev zapiSemo v obliki z = 5 — ¢, pri ¢emer pri¢akujemo € < 1. Nastavek nesemo v prejs$njo enacbo, ki
nam da,

55— (l+e®+--1),
in € ~ 0,034. Tako imamo z ~ 4,965. Ce upostevamo = = h ¢/ KT, sledi

he 6,63-1073%4Js-3-108ms™!

= = =29-10%mK.
4,965 k 4,965-1,38 - 10-23 JK—1 ’ m

>\maz T

Enacba
Amaz T = const = 2,910 mK

se imenuje Wienov zakon. Za Sonce, katerega povrsina ima temperaturo T = 5760 K, sledi, da najmocneje
seva pri valovni dolzini A, = 500nm, ki jo ¢lovesko oko zaznava kot modrozeleno svetlobo. Telo
pri sobni temperaturi (7' =~ 300K) pa seva najmoéneje pri Apae ~ 107°m = 10 um, ki je dale¢ v
infrarde¢em delu spektra.

Ker izsevana energija ni enakomerno porazdeljena po valovnih dolzinah, moramo natancneje opre-
deliti Kirchhoffov zakon. Vzemimo votlino, katere stene imajo stalno temperaturo. Zaradi sevanja se
v votlini slej ko prej vzpostavi ravnovesna porazdelitev elektromagnetnega valovanja, ki ima spektralni
sestav, znacilen za ¢rno telo. To pomeni, da velja

Bl

dj*
a(\) —5 d)\:d]—/\d)\

ali

1od* Gy
a(A\) d\  dA

Enacba (1.57) je posploseni Kirchhoffov zakon, v katerem je a(\) absorptivnost telesa pri dani valovni

dolZini. Razmerje med gostoto izsevanega energijskega toka na intervalu med X in A + dX in absorp-

. . . . . o y o * dj
tivnostjo telesa na istem intervalu valovnih dolZin je enako za vsa telesa. Ce zapisemo ‘g—)\ =e(N) %,

sledi iz enacbe (1.57)

(1.57)

Kakor smo Ze omenili, ¢lovesko oko zaznava le elektromagnetno valovanje z valovnimi dolzinami
na intervalu od 400 nm do priblizno 780 nm. Razli¢ne valovne dolzine zaznava oko kot razli¢ne barve.
Mesanico razli¢nih barv v razmerjih, kakor jih vsebuje son¢na svetloba, zaznavamo kot belo svetlobo.
Posamezne barve razlo¢imo, ¢e belo svetlobo razkrojimo, na primer tako, da jo spustimo skozi stekleno
prizmo (slika 1.33), vendar oko ni enako obcutljivo za razlicne barve. Izsevani energijski tok Crnega
telesa s temperaturo 7" in povrsino S, ki predstavlja vidno svetlobo in ga bomo na kratko imenovali

svetlobni tok, je
780 nm dj*v
4 g\ = Sy(VS,T) o T*

Ps(T) =S
380nm  AA
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Slika 1.33: Belo svetlobo razkrojimo tako, da jo spustimo skozi opti¢no (stekleno) prizmo

ter ga izrazamo v [Ps] = W. V svetlobni tehniki pa je koristnejsi tako imenovani obcuteni svetlobni

tok Péo), ki ga definiramo tako, da upostevamo relativno barvno obcutljivost RBO(\) oCesa, katere
odvisnost od valovne dolzine je zapisana v preglednici 1.3 v numeriéni obliki in prikazana na sliki 1.34’.

Preglednica 1.3: RBO(\) v odvisnosti od valovne dolzine

[Xam) [RBO(Y) |  [Amm) [RBON |  [A@m) [ RBO() |
380 | 0,00000 510 | 0,50300 640 | 0,17500
390 | 0,00010 520 | 0,71000 650 | 0,10700
400 | 0,00040 530 | 0,86200 660 | 0,06100
410 | 0,00120 540 | 0,95400 670 | 0,03200
420 | 0,00400 550 | 0,99500 675 | 0,02320
425 | 00730 556 | 1,00000 680 | 0,01700
430 | 0,01160 560 | 0,99500 690 | 0,00820
440 | 0,02300 570 | 0,95200 700 | 0,00410
450 | 0,03800 580 | 0,87000 710 | 0,00210
460 | 0,06000 590 | 0,75700 720 | 0,00102
470 | 0,09100 600 | 0,63100 730 | 0,00052
475 | 0,11260 610 | 0,50300 740 | 0,00027
480 | 0,13900 620 | 0,38100 750 | 0,00012
490 | 0,20800 625 | 0,32100 760 | 0,00008
500 | 0,32300 630 | 0,26500 780 | 0,00000

Obcuteni svetlobni tok P je definiran kot

1 780 nm djt.
P = 5. 68— / RBO()) C(IC;')

380 nm

Dz

1 oo
d)\:S-685m/ RBO()) A, (158
W /o

pri ¢emer smo za obcuteni svetlobni tok Péo) vpeljali novo enoto Im = [umen tako, da Ze enota sama

"M.Born, E.Wolf, Principles of Optics, seventh edition, Cambridge University Press (1999). R. Kladnik, Visokogolska
fizika 3. del, DZS (1989).
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Slika 1.34: Relativna barvna obcutljivost oCesa kakor je napisano v preglednici 1.3.

pove, da imamo opravka z obCutenim svetlobnim tokom. Iz preglednice 1.3 Se razberemo, da je 1 W
rumenozelene svetlobe z valovno dolzino 556 nm za oko vreden 6851m, 1 W rdeCe svetlobe z valovno
dolzino 610nm pale 1 W - RBO(610nm) - 6851m/W = 1 W - 0,503 - 6851m/W = 344,51m. Za ¢rno
telo s temperaturo Sonca velja

- djr, . (5760 K)
/ RBOO)ZED T 8494 W
0 d)\ CIH2
in ©)
P (5760 K 1
P (5760K) _ ¢ g9 105 ™ (1.59)
S cm?

Ce upostevamo, da vsak cm? povrsine Sonca izseva v celoti o - (5760 K)* = 6,24 - 10> W /cm?, sledi

P (5760 K)

g ~582-10°Imem 2 03 I
o (5760K)* ~ 6,24-103Wem=—2 ~ W
Kvocient
PY (1)
~ T — S

obiCajno imenujemo svetlobni izkoristek in je prikazan graficno za ¢rna telesa razli¢nih temperatur na
sliki 1.35.
V nadaljevanju bomo opredelili osnovne fotometri¢ne koli¢ine, ki jih uporabljamo v svetlobni tehniki.

i) Svetilnost svetila (1)

Svetilnost svetila (1) je definirana kot delez obCutenega svetlobnega toka dPS(O), ki ga svetilo odda
v majhen prostorski kot df2. Tako imamo:

apy)

I=
a2
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Slika 1.35: Svetlobni izkoristek ¢rnega telesa v odvisnosti od temperature

Enota za to koli¢ino je [I| = lumen/steradian = 1svec¢a = 1 cd (candle). 1 steradian je prostorski kot,
ki ga s sredi¢em krogle oklepa poljuben del krogelne povrsine s povrsino 72, kjer je  polmer krogle.
V splosnem velja, da je svetilnost svetila v razli¢nih smereh razli¢na. Za toCkasta svetila pa je svetilnost
o¢itno neodvisna od smeri in je enaka

Primer 1.16: V navadni Zarnici z mocjo 40 W je nitka s temperaturo T' =~ 2500 K, ki seva priblizno
kakor ¢rno telo. Koliksna je svetilnost Zarnice?

Resitev: Ker je v Zzarnici nizek tlak, se prakti¢no vsa elektri¢na energija spremeni v elektromagnetno valovanje, tako
da velja

oo dj*v

(&.t.) 4

40W = S - dA\=ScT
/0 dA 7

kjer je S povrsina nitke. Od celotnega izsevanega energijskega toka odpade na vidno svetlobo priblizno
6 %, to je
780 nm d](*ét)

Ps=0,06-40W =24W =5 - d\

380 nm dA

in

Im [ st Im
P(O):S-GSS—/ RBO(N) &%) g\ = 685 — - 0,6 W = 4111m .
S W J, (A) d W m
Svetlobni izkoristek pri tej temperaturi je 77(2500 K) = 4111m /40 W = 101m/W. Svetilnost take Zarnice,
e jo obravnavamo kakor tockasto svetilo, je torej enaka

;_ P _ 41llm
C 4m 4w

=328¢cd .
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ii) Svetlost ali bles¢avost svetila (B)

svetilo

Slika 1.36: Svetlost ali bles¢avost povrsine svetila B je definirana kot svetilnost na enoto projicirane
povrsine svetila

Preglednica 1.4: Svetlost nekaterih svetil ali povrsin, ki svetijo po Lambertovemu zakonu

] Izvor | Svetlost B (cd/m?) |
povrsina Sonca 2-10°
volframska nitka v zarnici (2700 K) 107
bel papir na son¢ni svetlobi 2,5-10%
fluorescencna svetilka 6000
plamen svece 5000
jasno nebo 3200
povrsina Lune 2900
bel papir v soju Lune 0,03

Pri razseznih svetilih, to je svetilih, ki jih ne moremo obravnavati kot tockasta, definiramo svetilnost
za vsak povrSinski element svetila posebej (slika 1.36). Svetilnost povrSinskega elementa dS v smeri, ki
oklepa kot ¥ glede na pravokotnico na d.S, je

(0)

kjer je dPéO) obcuteni svetlobni tok, ki ga v polprostor oddaja povrsinski element dS. Svetlost obravna-
vanega povrsinskega elementa, ki ga opazujemo iz smeri df2, je definirana kot
dI(W¥)
BY)=——""— 1.61
(¥) dS cos ¥’ (1.61)
kjer je dS cos ¥ navidezna velikost povrSinskega elementa d.S glede na smer opazovanja. Enota za
svetlost sledi iz definicije in je [B] = cd/m?. Pri razseZnih svetilih je svetilnost izbranega povrsinskega
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elementa praviloma odvisna od kota W. Za nekatera svetila velja
dI(V) =dI(¥ =0) cos V¥ , (1.62)

kjer je dI(W = 0) svetilnost izbranega povrsinskega elementa v smeri normale. Ce svetila sevajo tako,
kakor zahteva enacba (1.62), pravimo, da sevajo po Lambertovem zakonu. Povrsinski element, ki seva ali
odbija svetlobo na ta nacin, je popolnoma difuzen in njegova svetlost je neodvisna od smeri opazovanja,
kakor to sledi iz enacb (1.61) in (1.62),

_dI(¥ =0)cos¥  dI(V=0)

B(¥) = = = t .
(%) dS cos ¥ dS Cons

Primer 1.17: Koliksen obcuteni svetlobni tok oddaja svetilo s povrsino S, katerega svetlost je enaka
B = const?

Resitev: Delez obCutenega svetlobnega toka d(dPéo)), ki ga seva povrsinski element svetila dS v prostorski kot df?,
je enak
d(dP{®)) = dI(V)dQ = dS B cos ¥ dS .

Prostorski kot izberemo tako, kakor kaze slika 1.37, to je d2 = 27 sin ¥ dW¥. Tedaj imamo
d(dP{?) = dS 27 B sin¥ cos ¥ d¥
in
w/2
dPS(O):dSB27T/ sinW cos¥d¥ =dS B .
0
Celotni obcuteni svetlobni tok, ki ga oddaja svetilo, je torej enak

P =71SB. (1.63)

Slika 1.37: Svetlobni tok dP(O), ki ga oddaja povrsinski element svetila d.S v polprostor
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Primer 1.18: Predpostavi, da seva Sonce po Lambertovem zakonu in oceni njegovo svetlost tako, da
uporabis rezultat (1.63)!

Resitev: 1z (1.63) sledi

P9 1 Im [ By
B="_—=-685— [ RBO(\ dX .
s 7 W N=ax

Vrednost integrala na desni strani ocenimo takole:

oo

dj*.
RBO()) d\ ~ —&5)

) dj*v d.]*v
(¢.t.) (¢.t.)
B =
/ RBO(\) i 0 -

0 X X

(700 nm — 400 nm) ,

M\H

Amaz Amaz

kjer smo RBO()) na sliki 1.34 aproksimirali z enakostrani¢nim trikotnikom z vi§ino 1 in osnovnico

(700 nm — 400 nm). Nadalje velja

Ber)
dX

(700 nm—400nm) ~ n(VS, 5760 K)-0c T* = 0,46-5,67-10~%

Amaz

w
—ca (BT60K)* ~ 3107 —

Tako imamo ) d d
Bz—~685- 30107 = ~ 3107 =
™
Za natancno oceno bi lahko uporabili rezultat (1 .59), ki nam da

2-10°
_ 58200 ed s g0 <4
m In m

Primer 1.19: S pomodjo grafa za svetlobni izkoristek ¢rnega telesa, ki je prikazan na sliki 1.35, oceni
svetlost povrsine platine pri temperaturi talis¢a T' = 2042 K/

Resitev: 1z enacbe (1.63) dobimo

(o)
PéO)/S 1 Pg a1 4
B= - f;0T4~JT —;T}(T)O’T .

S pomocjo grafa na sliki 1.35 razberemo 7(2042 K) ~ 2 lm/W, kar nam da

1 ,Im
B(2042K) & — -2 = - 5,67 107 8mV\;{ (2042 K)* ~ 60 - 1

4 cd
p 0" — .

Pravzaprav je bil faktor 685 Im/W v enacbi (1.58) izbran tako, da je svetlost povrSine platine pri temperaturi
talis¢a natan¢no enaka 60 - 10% cd/m?.

iii) Osvetljenost povrSine £
Vzemimo, da pada svetlobni tok Péo) na ravno povrsino tako, da oklepa smer toka s pravokotnico

na povrsino kot 6 (slika 1.38). Povrsinski element dS naj prejema svetlobni tok dPé(f)). Osvetljenost (E)
povrsinskega elementa dS je tedaj enaka:

dpl

E =
ds
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in jo obiajno izrazamo v Im/m? = luks = Ix. Ker je gostota svetlobnega toka, ki pada na povrsino,
enaka

(0)
i dPyg
dS cosf ’
lahko osvetljenost povrsine zapisemo tudi tako:
E =jcosf .

dPy”

A
4 ;
h Q@ . dScos®
N

¥

as

Slika 1.38: Osvetljenost povrsine dS je definirana kot kvocient svetlobnega toka d.P
prestreza, in velikosti povrSine d.S

(0), ki ga povrSina

V nadaljevanju si bomo podrobneje ogledali osvetljenost povrsin, ki jo dajejo a) toCkasta svetila in
b) razsezna svetila.

a) Tockasta svetila

Gostota svetlobnega toka na oddaljenosti  od toCkastega svetila je enaka

(0)
j= Py = £
dmwr2  p2’
tako da je osvetljenost v tem primeru
_ I
E=j COSQZECOSQ, (1.64)

kjer je 8 kot, ki ga smer gostote svetlobnega toka oklepa z normalo na povrsinski element (slika 1.39).

Primer 1.20: Na robu cestisca je na vrhu navpicnega droga pritrjena svetilka s svetilnostjo 1. Koliksna
mora biti visina droga h, da bo osvetljenost cestisca na nasprotnem robu najvecja? Sirina cestis¢a je a
in svetilko lahko obravnavamo kot tockasto svetilo.

Resitev: Za tockasto svetilo velja enacba (1.64). 1z slike 1.40 razberemo, da velja

1 siné
r b

a
in

I
E= — sin? 6 cos 6 .
a
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svetilo

/

Slika 1.39: Osvetljenost povrSinskega elementa d.S, ki ga daje toCkasto svetilo s svetilnostjo [ na
oddaljenosti 7.

Slika 1.40: Osvetljenost roba cesti§ca, ki ga daje ,,tockasto” svetilo s svetilnostjo I, pritrjeno na vrhu
droga z visino h

Ko pri dani Sirini cesti$§¢a a spreminjamo visino droga h, se s tem spreminja tudi kot §. Is¢emo torej tisti
kot 6, pri katerem bo osvetljenost £ na nasprotnem robu najvecja. Tako imamo

dE I 1
a2 (2 sin @ cos? @ — sin® 6) =2 sin @ cos? 6 (2 — tan26) =0.
Sledi tanf = v/2 in
h=rcosf= 2 =L
tanf /2
Lahko pa racunamo tako, da (1.64) zapiSemo v obliki (slika 1.40),
I h
E

- h2+a2. W2 1 a2 s
kjer smo upostevali cos§ = % inr = vh? + a?. Za viSino h, pri kateri je osvetljenost nasprotnega roba

cestiSca najvecja, velja

_ 2oy aro
(h2 +a2)*?| (B2 + a2)%/? [(h*+a*)—=3h%] =0.

e _ 1 3 h2h I
dh " | (h2 4 a2)¥? 2
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Tako dobimo h = %, kar je seveda enak rezultat, kakor smo ga dobili pri prejSnjem nacinu reSevanja
naloge. Pri tako izbrani viSini droga je osvetljenost na nasprotnem robu cestisca enaka,

I VG 2V3 T I
E:a2 2. \/i = 5/7.72g0’4 5 -
TTE L a2 “ ¢

b) Razsezna svetila

Slika 1.41: Osvetljenost v izbrani to¢ki P, ki izvira s povrSinskega elementa d.S svetila

Pri razseznih svetilih (slika 1.41) uporabimo enacbo (1.64) posebej za vsak povrsinski element d.S
svetila. Tako imamo,

dI (v
dE = (2 ) cosf |
r
kjer sta definiciji kotov ¥ in 6 razvidni s slike 1.41. Nadalje uporabimo enacbo (1.61) in zapiSemo
dI(V) = B(V)dS cos V. Sledi
B(V) cos ¥ cos @

dE = ° ds
r
in
B(W) cos ¥ cosf
E:/ ( )COZ 87 a4s | (1.65)
T

kjer integriramo le po tistem delu povrSine svetila, ki prispeva k osvetljenosti v izbrani tocki (slika 1.41).

Primer 1.21: Svetilo v obliki krogle s polmerom R je obeseno na stropu tako, da je sredisce svetila na
visini h nad vodoravnimi tlemi. Koliksna je osvetljenost tal na oddaljenosti v od sredisca svetila, ce je
svetlost povrsine svetila B = const?

Resitev: V tem primeru za reSitev naloge ni treba uporabiti enacbe (1.65), ampak si pomagamo s simetrijo svetila.
Ker sveti svetilo v vseh smereh enakomerno, je smer gostote svetlobnega toka, ki ga svetilo oddaja, povsod
v radialni smeri glede na sredino svetila. Tako imamo:

. PY rBAnR? R2
]: S 3 = 3 :7]’B72,
drr 4mr T
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pri cemer smo upostevali enacbo (1.63). Upostevamo Se enacbo (1.64), pa dobimo

hR2
E=jcosd=7nB

r3

pri ¢emer smo upostevali cos§ = 2 (slika 1.42).

Slika 1.42: Osvetljenost v tocki P, ki jo daje svetilo v obliki krogle s polmerom R in svetlostjo B

Za vajo izracunajmo zadnji rezultat Se z uporabo formule (1.65). Nalogo bomo resili v dveh korakih. 1z
same definicije osvetljenosti sledi:

FE=jcos=F, cosf ,

kjer je £ = j osvetljenost projekcije povrSinskega elementa tal na ravnino, ki je pravokotna na r (slika
1.43). Osvetljenost E/| pa izraCunamo z uporabo formule (1.65), ki jo za ta primer zapiSemo v obliki (slika

1.44),
B, _B/COS\I/ cosgodS

Slika 1.43: K osvetljenosti v tocki P prispeva le del povrSine svetila
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1z slike (1.44) razberemo, da je dS cos ¥ = dS projekcija povrSinskega elementa dS krogle na ravnino,
ki je pravokotna na 7. Po drugi strani pa velja (glej sliko 1.44)

dS, =2nxide =2n i sinpdp = 72 dS

indQ = 2w sinpdp.

Slika 1.44: K racunanju osvetljenosti /. Povrsina dS; = dS cos ¥ je projekcija elementa povrsine
krogle dS na ravnino, ki je pravokotna na 7. Po drugi strani paje dS| = 27wz 7dyp = 2772 sin ¢ de,

Tako imamo

Somam
EL:B/COSSDdSJ_ZQ']TB/ sinp cospdp =B sin2cpmaz,
0

72
.y . . _ R .
pri Cemer je Sin @yq, = 7. Torej

R? R*h
EZELCOSHZWBTCOSHZWB T
r r

kar je enak rezultat, kakor smo ga dobili s prvotnim enostavnej§im ra¢unom. Ce dobljeni rezultat primer-

jamo z izrazom za osvetljenost, ki jo dajejo toCkasta svetila, ugotovimo, da se krogla s konstantno svetlostjo

obnasa kakor tockasto svetilo s svetilnostjo I = %’TRZ = BTS.
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2 Fazni diagram vode, vlaga v zraku in difuzija
vodne pare

2.1 Fazni diagram vode

Vse snovi so lahko v treh agregatnih stanjih ali fazah. V kateri fazi je snov pri dani temperaturi in tlaku,
je odvisno predvsem od sil med atomi ali molekulami snovi. Kakor je razvidno iz grafa na sliki 2.1,
so sile med gradniki snovi (atomi ali molekulami) privlacne, kadar so razmaknjeni, in odbojne, ko jih
stiskamo.

e——o

|F

maxl

Slika 2.1: Sila med atomoma v odvisnosti od njune medsebojne razdalje. Sila je odbojna, ce je F' > 0,
in privlacna, ko je F' < 0. Razdalja rq je reda velikosti nekaj desetin nanometra, kar je tudi velikostni
red premerov atomov. Maksimalna privla¢na sila je v obmo&ju 107" N < |F4.| < 107N in jo
izmerimo z mikroskopom na atomsko silo.

Termodinamske procese, pri katerih snov preide iz enega agregatnega stanja v drugo, na primer
izparevanje kapljevine ali taljenje trdne snovi, imenujemo fazne spremembe. Za fazne spremembe je
znadilno, da so nezvezne. Na primer, ko led, ki je ohlajen pod temperaturo 0 °C, segrevamo, se nje-
govo termodinamsko stanje postopoma spreminja, dokler temperatura ne doseze vrednosti 0 °C. Pri tej
temperaturi in tlaku 1 bar pa se led ob nadaljnjem dovajanju toplote, zacne spreminjati v vodo, ki ima
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popolnoma drugacne fizikalne lastnosti. Led, voda v tekoCem stanju in para so faze, v katerih je lahko
voda.

Kadar govorimo o trdnem agregatnem stanju kot o fazi, ki je razli¢na od tekoCe faze, je treba pouda-
riti, da to strogo velja le za snovi, ki tvorijo kristale. Drugace je pri amorfnih snoveh, ki se ob segrevanju
postopoma mehcajo, dokler ne postanejo teko¢e. Amorfna snov v trdnem stanju zato ni samostojna faza.
Steklo, na primer, v trdnem in tekoem stanju nista razli¢ni fazi.

Prehod iz trdne faze v kapljevinsko se pri danem tlaku vedno zgodi ob natan¢no doloceni tempera-
turi, ki jo imenujemo temperatura talis¢a snovi. Tako se led pri tlaku 1 bar zacne taliti natan¢no pri 0 °C.
Ob nadaljnjem dovajanju toplote ostane temperatura nespremenjena, dokler se ves led ne spremeni. Med
taljenjem imamo torej v posodi hkrati led in vodo, ki imata temperaturo 0 °C. Pravimo, da sta led in voda
pri 0°C in tlaku 1 bar v toplotnem ravnovesju. S tem smo samo na drug nacin opredelili temperaturo,
pri kateri se zgodi fazna sprememba: to je temperatura, pri kateri je lahko snov pri danem tlaku hkrati v
dveh fazah, ki sta med seboj v toplotnem ravnovesju. Pri temperaturah, ki so visje ali niZje, pa je lahko
snov pri enakem tlaku le v eni fazi. Pri normalnem tlaku 1 bar in temperaturi, ki je nizja od 0 °C, voda
obstaja le kot led, nad 0 °C (a pod 100 °C) pa le v tekoCem stanju.

Temperatura, pri kateri pride do fazne spremembe, je odvisna od tlaka. To odvisnost najlazje
prikazemo grafi¢no na diagramu, na katerem na ordinatno os nanasamo tlak, na abscisno pa temperaturo.
Tak graf imenujemo fazni diagram. Vsaka tocka na diagramu predstavlja vodo v nekem stanju. Tocke, v
katerih sta dve fazi v toplotnem ravnovesju, ali z drugimi besedami, tocke, na katerih pride do fazne spre-
membe, lezijo na neki krivulji. To pomeni, da obstaja med tlakom in temperaturo, ki dolocata lego teh
tock, neka matemati¢na zveza. Graf na sliki 2.2 prikazuje fazno spremembo iz kapljevinskega v plinasto
stanje. Krivulja, ki predstavlja fazno spremembo in se v tem primeru imenuje vrelna krivulja, doloca tem-
peraturo vreli§¢a kapljevine v odvisnosti od tlaka, 7' = T'(P). Tocke na tej krivulji predstavljajo vodo
in vodno paro v toplotnem ravnovesju. Vlogi spremenljivk lahko zamenjamo in zapisemo P = P(T))
ter govorimo o tlaku, pri katerem sta voda in para pri dani temperaturi v toplotnem ravnovesju. V prvem
primeru govorimo o vrelis¢u vode, v drugem pa o tlaku pare, tako imenovanem nasicenem parnem tlaku,
ki je v ravnovesju z vodo. Tisto, kar je enako v enem in drugem primeru, je, da temperatura in tlak nista
neodvisni koli€ini, ¢e zahtevamo, da sta voda in njena para v toplotnem ravnovesju.

kapljevina

T

Slika 2.2: Vrelna krivulja dolo¢a zvezo med tlakom P in temperaturo T'(P(T")), pri katerih sta kapljevina
in njena para v ravnovesju

Vrelno krivuljo lahko eksperimentalno dolo¢imo s Papinovim loncem (slika 2.3). Zaklopko na-
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stavimo tako, da je v loncu predpisan tlak P, na primer 2 bar, ki ga lahko od¢itamo na manometru. Vodo,
katere temperaturo kaze termometer, zacnemo segrevati. Ko se temperatura ustali, ima voda temperaturo
vrelis¢a, kakor jo doloca vrelna krivulja T = T'(P). Ker tlak v loncu zaradi nastavitve zaklopke ne more
preseci vrednosti P, se temperatura vode ustali pri prej omenjeni vrednosti. Pri tlaku P = 2bar, je to
T(P = 2bar) = 120°C. Lahko pa poskus spremenimo tako, da vodo v loncu najprej kuhamo toliko
Casa, da je v loncu poleg vode samo vodna para. Nato zaklopko trdno zapremo in vodo segrejemo do
neke izbrane temperature (7). Tlak P(T"), ki ga od¢itamo na manometru, je tlak pare, ki je v toplotnem
ravnovesju z vodo pri temperaturi 7. Tako paro imenujemo nasicena para, njen tlak pa nasiceni parni
tlak ali izparilni tlak. To je tlak, pri katerem voda zavre, ko doseze temperaturo 7'.

termometer

manometer

Slika 2.3: Papinov lonec

Fazni diagram lahko nari§emo tudi tako, da namesto tlaka in temperature (P, T') uporabimo kateri
koli drugi par termodinamskih spremenljivk (P, V') ali (T, V'), pri ¢emer je V' prostornina dane mnoZzine
snovi. Oglejmo si fazni diagram v ravnini (7', V') (slika 2.4) in na njem izberimo tocko a, ki predstavlja
dano mnozino nenasic¢ene pare pri temperaturi 7'. Predstavljajmo si, da paro stiskamo pri stalni tem-
peraturi. Toc¢ka a se na diagramu, na katerem na abscisno os nanaSamo prostornino, na ordinatno pa
temperaturo, pri stiskanju pomika v levo vzdolz premice, ki je vzporedna z abscisno osjo. Pri tem se
tlak pare veca in v tocki A naj bo njena prostornina V), tlak pa je enak izparilnemu tlaku pri temperaturi
T. Ob nadaljnjem stiskanju se zacne para kondenzirati, to je spreminjati v vodo (kapljevino), in delez
pare se manj$a. V toCki B se vsa para kondenzira. Nastala vrela voda ima prostornino V,,. Prostornini
izbrane mnozine nasicene pare V), in vrele vode V;, sta seveda odvisni od temperature vreliS¢a 1". Njuno
odvisnost od temperature prikazujeta krivulji na sliki. Obmocji levo in desno od Srafiranega dela pripa-
data kapljevinski in plinasti fazi. Tako imamo na primer v to¢ki C' vrelo vodo in nasi¢eno paro, ki sta
v toplotnem ravnovesju. Razli¢ne totke na daljici AB predstavljajo toplotno ravnovesje vrele vode in
nasi¢ene pare v razli¢nih prostorninskih razmerjih. Naj bo skupna prostornina vrele vode in nasicene
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pare v tocki C' enaka V/, pri Cemer je delez pare enak x, vrele vode pa 1 — x, tako da velja
V=zV,+(1-2)V,.

Iz gornje enacbe sledi

VW
m—%_%
ter Vv L
r Vv, _V-V,_BC
11—z 1 “/;__‘é;’} Vp—V::C’

T I—
L e
e A A
B c \A. .
- { : “ a
v, v Vi v

Slika 2.4: Fazni diagram v ravnini (7', V'). Tocke, ki leze na grafu na sliki 2.2 na vrelni krivulji, pokrivajo
celotno Srafirano obmocje.

Preglednica 2.1: Vrelis¢e vode (1), gostota vrele vode (p,), gostota nasiCene pare (p,(g") ) in specificna
izparilna toplota (g;) v odvisnosti od tlaka (P)

| Pan) | T(C) | po (kgm®) | pp") (kg/m?) | ¢ (MI/kg) |

0,006 0 1000 0,0048 2,50
0,0123 10 1000 0,0094 2,48
0,0233 20 998 0,0173 2,45
0,123 50 988 0,083 2,38
1,01 100 958 0,60 2,26
1,98 120 943 1,12 2,20
10,0 180 887 5,2 2,01
40,2 250 799 20 1,72
120,5 325 654 71 1.19
165,6 350 572 114 0,89
220,5 374 326 326 0
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Fazni diagram, pri katerem na ordinatno os nanasamo tlak namesto temperature, je po obliki enak
diagramu (7', V). Oba diagrama, tako (7', V') kakor tudi (P, V'), se precej razlikujeta od faznega dia-
grama v ravnini (P, T'). Tocke, kjer sta vrela voda in nasiena para v toplotnem ravnovesju in leZijo na
diagramu (P, T') na vrelni krivulji, pokrivajo na diagramih (7', V) in (P, V) segment povrsine. To je
zato, ker imata fazi, ki sta v toplotnem ravnovesju, enak tlak in enako temperaturo, njuni gostoti pa sta
razli¢ni.

Preglednica 2.2: Parni tlak ledu na intervalu od 0 °C do —20°C

[T(CC)[ P(Pa) [T (°C) | P (Pa) |
0,0 | 611,15 | —10,0 | 259,90
—0,5 | 586,45 | —10,5 | 248,59
1,0 | 562,67 | —11,0 | 237,74
15 | 539,77 | —11,5 | 227,32
2,0 | 517,72 | —12,0 | 217,32
25 | 496,49 | —12,5 | 207,73
—3,0 | 476,06 | —13,0 | 198,52
—35 | 456,39 | —13,5 | 189,69
40 | 437,47 | —14,0 | 181,22
45 | 41927 | —14,5 | 173,09
—5,0 | 401,76 | —15,0 | 165,30
—55 | 384,92 | —15,5 | 157,83
—6,0 | 368,73 | —16,0 | 150,68
—6,5 | 353,16 | —16,5 | 143,82
—7,0 | 338,19 | —17,0 | 137,25
—75 | 32380 | —17,5 | 130,95
—8,0 | 309,98 | —18,0 | 124,92
—8,5 | 296,70 | —18,5 | 119,15
—9,0 | 283,04 | —19,0 | 113,62
95 | 271,68 | —19,5 | 108,33
20,0 | 103,26

Prehod snovi iz ene faze v drugo je vedno povezan s sprejemanjem ali oddajanjem toplote. Ce
hoc¢emo dano mnozino vode pri temperaturi vreliS€a spremeniti v paro, ji moramo dovesti ustrezno
mnozino toplote. Ce se para spremeni nazaj v kapljevino (se kondenzira), odda enako mnoZino toplote.
Ker se fazne spremembe odvijajo pri stalnem tlaku, sledi iz prvega zakona termodinamike

dW, =dQ — PdV
in
dQ = dW, + PdV =d(W,,+ PV)=dH . 2.1

W, je notranja energija snovi, H pa tako imenovana entalpija, ki je tako kakor notranja energija
funkcija stanja. 1z enacbe (2.1) tako sledi, da je dovedena ali oddana toplota pri fazni spremembi enaka
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spremembi entalpije snovi, ko se ji spremeni agregatno stanje. Tako m kilogramov snovi pri prehodu iz
faze 1 v fazo 2 prejme ali odda toploto ()12, ki je enaka razliki entalpij snovi v obeh fazah. Z enacbo to
zapiSemo:

Qiz2=Hy— Hi=maqs2 .

Ce poteka fazna sprememba v nasprotni smeri, velja Qo1 = —Q12. Ce torej snov pri prehodu iz faze 1 v
fazo 2 toploto sprejme, jo pri obratni fazni spremembi ravno toliko odda. Ce se na primer voda spremeni
iz kapljevine v paro, imenujemo koli¢ino qi2 specificna izparilna toplota in jo obicajno oznacujemo s ;.
Ce se led tali, pa imenujemo koli¢ino q13 specificna talilna toplota in jo oznatujemo s ;. Enota za q12
je razvidna iz definicije: [q12] = [AH]/[m] = J/kg. Ko se pri tlaku 1 bar in temperaturi 0 °C stali 1 kg
ledu, mu moramo dovesti 336 kJ toplote, tako da je ¢t = 336 kJ/kg. Ko pri temperaturi 100 °C in tlaku
P = 1bar izpari 1 kg vrele vode, ji moramo dodati 2,26 MJ toplote. Torej, ¢; = 2,26 MJ/kg.

Primer 2.1: Primerjaj razliko med entalpijo in notranjo energijo pri taljenju 1kg ledu in izparevanju
enake kolicine vrele vode!

Resitev: Razlika med entalpijo in notranjo energijo je pri trdnih snoveh in kapljevinah razmeroma majhna in jo
smemo najveckrat zanemariti. Ko se na primer stali 1 kg ledu pri temperaturi 0 °C in tlaku P = 1bar, se
mu notranja energija poveca za

AW, =AH—PAV =mgq — PAV .

m m —
AV = Vvoda - ‘/led = - =—-m (p’UOda pled) .
Pvoda Pled Pvoda Pled

Ce upostevamo, da je pri navedeni temperaturi in tlaku pjq = 0,92g/cm® in pyoge = 1g/cm?, sledi
AV = —0,087 dm?>. Tako dobimo:

AW,, = 336kJ + 10° Nm~2-0,087 - 1072 m® = 336 kJ +8,7J ~ 336 kJ = AH .
Drugace je, ko izpari 1 kg vrele vode pri temperaturi 100 °C in tlaku 1 bar. Tedaj imamo:

AW, = AH — P (Vpara — Vooda) = AH — P Vyara -

m
PVpam == M RT B
kjer smo vzeli, da se nasicena para obnasa kakor idealen plin. Sledi:

AW, = AH — %RT =2,26MJ — % ~8300% -373K =226 MJ —0,17MJ = 2,09MJ .

Vrelna krivulja pomeni zvezo med tlakom nasi¢ene pare in njeno temperaturo, to je odvisnost iz-
parilnega tlaka od temperature. Ker se prostornina vrele vode, ko izpari, mo¢no poveca (prostornina
1 kg vrele vode se poveca 1600-krat, ko izpari pri 100 °C), nasiCeni parni tlak z rastoco temperaturo
naraita. Ce temperature niso previsoke, se nasi¢ena para obnasa kakor idealen plin in v tem primeru
doloca odvisnost nasi¢enega parnega tlaka od temperature sorazmerno preprosta enacba. Izpeljemo jo z
uporabo Clausius - Clapeyronove enacbe:

P F puppti

dT_é—pi_T(pv—pp)’

v
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kjer je p, gostota pare, p, gostota vrele vode in g; specifi¢na izparilna toplota vode pri temperaturi 7.
Ker je pri obravnavanih temperaturah p, > p,, sledi

dP _ ppai

o~

dar =T

Ce upostevamo plinsko ena¢bo in izrazimo gostoto pare pp = MP/RT, kjer je M kilomolska masa
vode, dobimo

P MP
ar ~ T RT?
ali
1dP _dnP Mg _ d (Mg
PdT ~ dT _RT2:_dT<RT>

Zanemarili smo odvisnost specificne izparilne toplote od temperature. Sledi:

d M g; M gq;
InP = InP = .
dT<n +RT> 0—1In +RT const
Tako imamo rezultat
P(T) = Ce Mai/RT (2.2)

kjer je C integracijska konstanta. Tlak nasi¢ene pare z rastoo temperaturo eksponentno narasca.

Pri izparevanju vode je nad gladino obicajno poleg pare prisoten tudi zrak. Celoten tlak nad gladino
vode je tako enak vsoti delnega tlaka zraka in pare. Na sploSno prisotnost zraka ne vpliva dosti na
ravnovesje med vrelo vodo in njeno paro. Voda izpareva toliko Casa, dokler delni tlak pare ni enak
nasi¢enemu parnemu tlaku pri temperaturi vode. Prisotnost zraka pa se veliko bolj izraza v samem
izparevanju. Ce je nasieni parni tlak pri dani temperaturi vode manjsi od celotnega tlaka nad njeno
gladino, voda izpareva pocasi in le v tanki plasti ob gladini. Tako izparevanje obi¢ajno imenujemo
izhlapevanje in poteka pri temperaturah, ki so manjse od 100 °C, ¢e voda izpareva v odprti posodi pri
normalnem tlaku. Ce ni vetra, delni tlak pare ob gladini vode hitro doseZe vrednost nasi¢enega parnega
tlaka in hitrost nadaljnjega izhlapevanja je potem odvisna od razsirjanja ali difuzije pare v okoliski zrak.
Zato voda ob prisotnosti vetra hitreje izhlapeva kakor v mirnem zraku.

Ce pa je nasiceni parni tlak pri dani temperaturi vode enak ali celo malenkostno ve&ji od celotnega
tlaka nad gladino vode, ta burno vre. To vidimo, kadar voda izpareva pri 100 °C v odprti posodi. Na
stenah posode opazimo tvorbo mehurckov pare, ki naras¢ajo zaradi dotoka nove pare v mehurcke. Ti se
slej ko prej odlepijo od stene, dvignejo na povrsino in pri dviganju povzrocajo mesanje vrele vode. S
povrsine vode v okoliski zrak je viden tok pare.

Zaradi vpliva povrsinske napetosti vode mehurcki pare ne nastajajo spontano v notranjosti Ciste
vode. Za to so potrebna tako imenovana vrelna jedra. To so lahko drobni mehurcki plinov, ki so prisotni
na stenah posode ali se tam nabirajo, ko se v vodi raztopljeni plini ob segrevanju izlocajo. Ko doseze
voda temperaturo vreli§¢a, se na teh jedrih tvorijo mehurcki pare. Ce poskrbimo, da je voda kemiéno
Cista in ne vsebuje raztopljenih plinov ter da ti niso niti na stenah posode, lahko vodo pregrejemo, tako
da ima temperaturo, ki je visja od temperature vreliSca pri danem tlaku in je Se vedno v kapljevinskem
stanju. Nasprotno se pregretju izognemo tako, da v vodo dodamo vrelna jedra v obliki kosckov stekla, na
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katerih je vedno ujetega nekaj zraka. Pregreta voda predstavlja metastabilno stanje. Voda v takem stanju
sicer lahko obstaja kratek Cas, a se ravnovesje porusi takoj, ko vanjo vrzemo na primer koscek stekla. Pri
tem izpari tolikSen del vode, da se preostala voda ohladi na temperaturo vrelisca.

Tudi Cisto nasiceno paro, ki ni v stiku z vodo, lahko s poCasnim ohlajanjem pri stalnem tlaku
ohladimo, ne da bi se del pare kondenziral. Tako paro, ki je prav tako v metastabilnem stanju, imenujemo
podhlajena ali prenasicena para. Tudi tu ravnovesje poruSimo tako, da dodamo kondenzacijska jedra v
obliki majhnih pra$nih delcev (smog). Pri tem se del pare v hipu kondenzira, preostala para pa se segreje
na temperaturo vrelisa pri tlaku pare. Cisto nasi¢eno paro najlazje podhladimo tako, da jo adiabatno
raztegnemo.

Podobno lahko vodo v €isti steklenici ohladimo pri tlaku 1 bar pod 0°C. Taka voda je podhlajena.
Ko vanjo vrzemo zrnce ledu, zacne hitro zmrzovati. Nastali led ima temperaturo 0°C in tudi okoliska
voda se hitro segreje na to temperaturo. Ce smo vodo podhladili, na primer na —20 °C, in vanjo vrzemo
koscek ledu, v hipu zmrzne 1/4 vode.

Kakor je razvidno iz enacbe (2.2), tlak nasi¢ene pare z viSanjem temperature hitro narasca. S tem
narasSca tudi gostota nasicene pare (glej preglednico 2.1). Pri doloceni temperaturi sta gostoti nasicene
pare in vrele vode enaki. Med njima tedaj ni nobene razlike. To pomeni, da se na diagramu P — 7" vrelna
krivulja pri tej temperaturi konca (slika 2.5). To tocko na faznem diagramu imenujemo kriticna tocka in
ustrezni vrednosti temperature in tlaka sta kriticna temperatura Ty, in kriticni tlak Py. Pri vodi sta ti dve
vrednosti enaki 7, = 374°C in P, = 220,5bar. Na diagramu 7" — V' in podobno na diagramu P — V'
se krivulji, ki omejujeta obmocje, na katerem sta vrela voda in nasi¢ena para v toplotnem ravnovesju,
sreCata v kriticni tocki, ker sta gostoti teh dveh faz v tej tocki, T = T}, in V' = V},, enaki. Prostornina V},
je prostornina dane mnozine snovi pri kriticnem tlaku in kriti¢ni temperaturi, tako imenovana kriticna
prostornina. Ko se snov, na primer voda, priblizuje kriti¢ni tocki, se manjSa tudi specificna izparilna
toplota, ki je v tej tocki enaka nic.

kapljevina
para

T, .

Slika 2.5: Vrelna krivulja se kon¢a pri kriti€ni temperaturi 7}, in kriticnem tlaku P

Obstoj kriticne tocke, pri kateri se vrelna krivulja konca, zelo jasno kaze, da med kapljevino in paro
ni nobene bistvene razlike. Na grafu 7" — V lahko to zelo nazorno pokazemo (slika 2.6). Na grafu
izberimo dve stanji vode (tocki a in b), ki imata zelo razli¢ni gostoti. Stanje b z vecjo gostoto predstavlja
vodo, stanje a z veliko manj$o gostoto, pa paro. Ce paro v stanju a stisnemo pri stalni temperaturi, jo
lahko spremenimo v vodo v stanju b. Pri tem gre snov skozi mnozico vmesnih stanj (Srafirani del), ko sta
para in vrela voda v ravnovesju. Lahko pa paro v stanju a spremenimo v vodo v stanju b tudi tako, da jo
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hkrati segrevamo, ohlajamo in stiskamo tako, da vmesna stanja lezijo na ¢rtkani krivulji, ki je prikazana
na grafu na sliki 2.6 in povezuje tocki a in b. Ker Crtkana krivulja poteka nad kriti¢no tocko (K), snov v
nobenem vmesnem stanju ni hkrati v obeh fazah. Za vsako vmesno stanje izbrane mnoZine snovi je na
¢rtkani krivulji znacilno, da je snov homogena po celotni prostornini, ki jo zapolnjuje.

kaplje\}ina

b¢

a) b)

Slika 2.6: Med kapljevino in paro ni nobene bistvene razlike, kar dokazuje obstoj kriticne tocke (a).
Prakti¢na ponazoritev obstoja kriti¢ne tocke (b).

S pomocjo grafa na sliki 2.6a tudi zlahka ugotovimo, kaj se zgodi, ¢e v majhni, zataljeni ampuli se-
grevamo primerno izbrano mnozino kapljevine, kot je na primer eter (s kriticno temperaturo 7j, = 197°C
in kriti¢nim tlakom P, = 36 bar), ki je v ravnovesju z nasic¢eno paro. Ker je skupna prostornina stalna
(raztezanje stekla zanemarimo), se ob segrevanju na grafu 7' — V' pomikamo po navpicni &rti. Ce je
za izbrano mnozino snovi prostornina ampule vecja od njene kriti¢ne prostornine V%, se ob segrevanju
pomikamo navzgor po navpiénici, ki jo predstavlja ¢rtkana ¢rta AB na grafu 2.6b. Ob segrevanju se
delez kapljevine zmanjSuje, delez pare pa veca, tako da se gladina kapljevine niza. Ko dosezemo tocko
B, gladina izgine na dnu ampule, v kateri imamo le paro (slika 2.6b). Ce je prostornina ampule manjsa
od kriti¢ne prostornine izbrane mnoZine snovi, se ob segrevanju pomikamo navzgor po navpi¢nici A'B’,
pri Cemer se vse veC pare kondenzira. Gladina kapljevine v ampuli se dviga in izgine na vrhu ampule,
ko dosezemo tocko B’ (slika 2.6b). Ce pa je prostornina ampule enaka kriti¢ni prostornini, se ob segre-
vanju pomikamo po navpiénici CK in meja med paro in kapljevino izgine nekje na sredini ampule, ko
dosezemo kriti¢no tocko.

Trdne snovi se bistveno razlikujejo od kapljevin in plinov po tem, da so v sploSnem anizotropne, kar
pomeni, da vse smeri v kristalu niso enakovredne. Prehod iz kapljevine v trdno stanje s kristalno strukturo
zato v nobenem primeru ne more biti zvezen tako, kakor smo to ugotovili pri prehodu iz plinastega v
kapljevinsko stanje ali nasprotno. Za vsako vmesno stanje pri prehodu iz kapljevinske faze v trdno, na
primer, lahko z gotovostjo reCemo, da je snov v kapljevinskem ali trdnem stanju. Zaradi tega falilna
krivulja, ki doloCa odvisnost taliS§¢a snovi od temperature, nima kriticne tocke.

Plinska enacba v obliki

m
PV =—RT 2.3
o 23)

velja samo za dovolj razredCene pline. Izoterme (1" = const) takega idealnega plina so torej enakoosne
hiperbole (slika 2.7). V resnici pa se lastnosti plina, ko ga stiskamo, vse bolj razlikujejo od lastnosti
idealnega plina. Pri dovolj velikem tlaku in temperaturi, ki je manj$a od kriti¢ne, plin slej ko prej kon-
denzira in se spremeni v kapljevino. Izoterma realnega plina je prikazana na sliki 2.8. Ena od enacb, ki
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Preglednica 2.3: Kriticna temperatura 7, kriticni tlak Py in kriticna gostota pj nekaterih snovi

[ Snov [T (K) [ P (10° N/m®) [ p (kg/m®) |

voda | 647,2 221.3 324
alkohol | 516,6 63,9 280
eter 467 36 260
CO, 304,2 74 460
0, 154,4 50,3 430
H, 33,2 13 31
1He 5,25 2,29 69
3He 3,33 1,16 41

kaplj.

kaplj. & para

V Vkapu Vpara V
Slika 2.7: Izoterme idealnega plina Slika 2.8: Izoterme realnega plina

dovolj dobro popise tako obnaSanje realnega plina, se imenuje van der Waalsova enacba. 1zoterme vode
so prikazane na sliki 2.9.

Ob koncu omenimo $e tako imenovano frojno tocko. Kakor smo ze povedali, sta dve fazi v toplotnem
ravnovesju le pri doloeni temperaturi, ki je odvisna od tlaka, ' = T'(P). Na grafu P — T leZijo tocke, v
katerih sta dve fazi v ravnovesju, na krivulji. Ce je snov lahko v treh razli¢nih fazah, trdni, kapljevinski
in plinasti, so na faznem diagramu tri krivulje, in sicer, vrelna krivulja, talilna krivulja in sublimacijska
krivulja. 1z povedanega sledi, da so vse tri faze hkrati v ravnovesju le v eni tocki, ki se imenuje trojna
toc¢ka in v kateri se sekajo prej omenjene krivulje. Vse tri faze vode, to so led, tekoca voda in para, so
lahko hkrati v ravnovesju le pri temperaturi 40,01 °C in pri tlaku 0,0061 bar.

Znacilen fazni diagram snovi, ki je lahko v treh fazah, trdni, kapljevinski in plinasti, je prikazan
na sliki 2.10. Strmina talilne krivulje (dP/dT > 0) predpostavlja, da je gostota kapljevine manjsa od
gostote trdne snovi. To pomeni, da se pri taljenju snovi prostornina poveca (p; > pg), kar je znacilno
za veCino snovi. Za nekatere snovi, med katere spada tudi voda, pa se snovi pri taljenju prostornina
zmanj$a (p; < pg). V tem primeru je strmina talilne krivulje nagnjena v nasprotno stran (dP/dT < 0,
slika 2.11). 1z faznega diagrama tudi razberemo, da lahko snov pri dovolj nizkem tlaku in temperaturi
preide neposredno iz trdnega v plinasto stanje, ne da bi se poprej stalila. Ogljikov dioksid CO3 na zraku
sublimira, ker je njegova trojna tocka pri tlaku 5,17 bar in temperaturi —56,6 °C.
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Slika 2.9: Izoterme za 1 kilogram vode

2.2 Vlagav zraku

Zrak, ki vsebuje vodno paro, imenujemo viazZen zrak. Absolutno viaznost zraka opredelimo tako, da
povemo maso vodne pare m,, v dani prostornini zraka V. Lahko jo izrazimo tudi z delno gostoto vodne
pare v zraku,

m P, M,
Vv RT

pri ¢emer smo vzeli, da velja za paro plinska enacba (2.3). Tlak P, je delni tlak vodne pare v zraku,
M,, = 18kg pa kilomolska masa vode. Kot lahko razberemo iz faznega diagrama vode, delni tlak pare v
zraku ne more preseci tlaka nasiCene pare pri temperaturi zraka. Zato je pomembna viazZnost - relativna
vlaznost n, ki je definirana kot kvocient delnega tlaka pare P, in tlaka nasicene pare P;,En) pri temperaturi
zraka,

_ by _ “RT _ Pp
n= P(n) = P g, = p(n) ) 2.5
RT P

Primer 2.2: Naj bo delni tlak vodne pare v zraku s temperaturo 20 °C enak P, = 0,0123 bar. Izracunaj
relativno vlaznost taksnega zraka in koli¢ino vodne pare v 1 m? zraka!

)

Resitev: Ker je tlak nasiCene pare pri tej temperaturi Pz§” = 0,0233 bar (glej preglednico 2.1), je relativna vlaznost

takega zraka
~0,0123 bar

1= 10,0233 bar

Relativna vlaznost tega zraka je torej 53 %. V vsakem kubi¢nem metru tega zraka je

=0,53 .

_ P,M, . 0,0123-10° Nm 2 - 18kg

— = 1md~9
M= TRT 8300 J K1 - 203K mo=oe

vodne pare. V 1 m? nasi¢eno vlaznega zraka pri tej temperaturi pa je priblizno 17 g vodne pare.
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Slika 2.10: Tipicen fazni diagram snovi, pri kateri temperatura taliSa narasca z naras¢ajo¢im tlakom

Zrak je nasi¢eno vlazen, kadar je delni tlak vodne pare enak nasicenemu parnemu tlaku pri tempera-
turi zraka. Taka je vlaznost ob dezevnem ali meglenem vremenu. Ker se nasieni parni tlak z manjsanjem
temperature niZa, je razumljivo, da nenasi¢eno vlazen zrak postane nasiceno vlazen, ¢e se dovolj ohladi
ob nespremenjenih delnih tlakih. Tako postane zrak s temperaturo 20 °C in delnim tlakom vodne pare
P, = 0,0123 bar nasiCeno vlaZen, ¢e se ohladi na 10 °C. NasiCeni parni tlak pri temperaturi 10 °C je
namrec enak 0,0123 bar, kakor je razvidno iz preglednice 2.1. Temperaturo, pri kateri nenasi¢eno vlazen
zrak postane nasic¢eno vlaZen, imenujemo rosisce.

Ko se zrak ohladi pod temperaturo rosisca, postane za hip prenasi¢eno viazen. Takoj nato se zacne
para kondenzirati na tleh in preostalih povrSinah kot rosa. Tudi vsak praSni delec se ,,oblece” s tanko
plastjo vode, tako nastane megla ali oblak. Drobci prahu v zraku so kondenzacijska jedra. Brez konden-
zacijskih jeder nastane megla le pri dovolj veliki podhladitvi. Ce se vlaZen zrak ohladi pod 0°C, se na
tleh ali drugih hladnih povrSinah nabere slana. To se najveckrat zgodi ob jasnih noceh, ko se povrSina

Zemlje zaradi sevanja ohladi pod ni¢ stopinj Celzija.
Primer 2.3: Doloci gostoto zraka v odvisnosti od relativne viaznosti n!
ReSitev: V dani prostornini zraka V' naj bo masa suhega zraka m , masa pare pa m,,. Gostota meSanice suhega zraka
in pare je torej enaka
m, My
P= +7=Pz+/7p-

Ko upostevamo plinsko enacbo (2.3), sledi

P="®rRT TRT
kjer je P, delni tlak suhega zraka, P, delni tlak pare ter M, ~ 29kg in M,, = 18 kg kilomolski masi zraka
in pare. Celotni tlak vlaznega zraka P je enak vsoti delnih tlakov, to je

P=P.+P,.
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Slika 2.11: Fazni diagram vode

Delni tlak suhega zraka izrazimo z enacbo P, = P — P, in vstavimo v enacbo za gostoto, pa dobimo

_PM. BM, (M.
P="RT ~ RT \M, '

Delni tlak pare lahko izrazimo z nasicenim parnim tlakom pri temperaturi zraka in relativno vlaznostjo s
pomogjo enacbe (2.5). Tako imamo P, = n P\ (T) in

(n)
P, M,
1—1n ; (1—Mp)]

Povpre¢no kilomolsko maso vlaZnega zraka M, definiramo na znan nacin, to je

_ PM.
P="RT

_ PM,
P="RT

in Ce to primerjamo s prej$njim izrazom za gostoto, sledi

pim M
MW:lel—nj’D (1—MP)1

2.3 Difuzija vodne pare

Vzemimo raztopino, v kateri je koncentracija topljenca na razlicnih mestih razli¢na. Termi¢no gibanje
molekul povzro¢i meSanje raztopine in s tem spreminjanje koncentracije topljenca. Topljenec se preraz-
poredi z mest, na katerih je koncentracija velika, na mesta, na katerih je majhna. Proces tece toliko Casa,
dokler koncentracija ni enaka po celotni raztopini. Temu procesu pravimo difuzija. Podobno dogajanje
smo opazili pri prevajanju toplote, ki teCe od mest z visjo temperaturo k mestom, na katerih je temper-
atura nizja. Prevajanje se ustavi, ko se temperature izenacijo. Mehanizem procesa je tako v enem kakor
v drugem primeru termic¢no gibanje gradnikov.
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Da bo matemati¢na obravnava difuzije ¢im bolj preprosta, vzemimo, da se koncentracija raztopine ¢
spreminja le vzdolZ koordinatne osi . Tako imamo ¢ = ¢(x, t). Gostoto difuzijskega toka j definiramo
kot mnozino topljenca, ki se v Casovni enoti prenese skozi enoto ploskve, ki je pravokotna na os x. Di-
fuzijski tok v smeri pozitivne osi z bomo §teli pozitivno, v nasprotni smeri pa negativno. Ker se topljenec
prenasa od mesta z visoko koncentracijo k mestu z nizko koncentracijo, je predznak difuzijskega toka
nasproten predznaku koncentracijskega gradienta dc/dz. Ce koncentracija pojema v smeri pozitivne osi
x, teGe difuzijski tok v tej smeri. Ce je g—; = 0, je koncentracija raztopine povsod enaka in ni difuzije.
Za dovolj razredCene raztopine (majhne koncentracije) velja tako imenovani Fickov zakon,

__po
j_ 6:[,"

v katerem se konstanta D imenuje difuzijski koeficient.

Gostoto difuzijskega toka lahko definiramo na ve¢ nacinov: na primer kot maso topljenca, ki se v
Casovni enoti prenese skozi enoto ploskve ali kot Stevilo molekul topljenca, ki se prenese skozi enoto
ploskve, ki je pravokotna na smer toka. Pri tem moramo definirati koncentracijo enako, to je kot maso
ali Stevilo molekul topljenca na enoto prostornine raztopine. Na ta nacin difuzijski koeficient ni odvisen
od tega, kako definiramo difuzijski tok in koncentracijo raztopine.

Naj bo gostota difuzijskega toka j definirana na primer kot Stevilo molekul topljenca, ki v ¢asovni
enoti preckajo enoto ploskve, ki je pravokotna na smer toka. Gostota difuzijskega toka ima torej enoto
[j] = 1/m2s. Koncentracijo topljenca moramo izraziti kot $tevilo molekul na enoto prostornine, to je
[c] = 1/m3. Tako dobimo za enoto difuzijskega koeficienta

[7] B 1/m?s B m?

D] = [0c/0z] ~ 1/m* s °

Fickov zakon velja ob predpostavki, da je termi¢no gibanje molekul edini mehanizem, ki povzroca
spreminjanje koncentracije topljenca v raztopini. V raztopini torej ni nikakr$nih makroskopskih tokov ali
mehanskega meganja raztopine. Do takega me§anja namre¢ lahko pride zaradi sile teze. Ce alkohol, ki je
lazji od vode, previdno zlijemo v posodo z vodo, se bosta kapljevini megali le zaradi difuzije. Ce pa vodo
zlijemo na alkohol, se bosta kapljevini dosti hitreje mesali zaradi sile teze kakor zaradi difuzije. Zaradi
teze se namreC gostejSa voda spusca, redkejsi alkohol pa dviga in v posodi se pojavijo konvekcijski
tokovi.

Z uporabo zakona o ohranitvi mase topljenca lahko izpeljemo - podobno kakor pri prevajanju toplote
- enacbo, ki doloca, kako se koncentracija v nehomogeni raztopini zaradi difuzije spreminja s ¢asom.
Sprememba mase topljenca v tanki plasti raztopine med « in x 4 dx (slika 2.12) in s pre¢nim presekom
S je posledica difuzijskega toka j(z,t). Ce je koncentracija definirana kot masa topljenca na enoto
prostornine raztopine, je sprememba mase topljenca v izbrani plasti

Sdxdc=S [j(z,t) — j(z + dz,t)] dt .

Upostevamo Fickov zakon, pa imamo

Sdxdec= SD% [c(x + dz,t) — c(x,t)] dt .
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Slika 2.12: K izpeljavi difuzijske enacbe

Nadalje upostevamo, da je c(x + dzx,t) = c(z,t) + % dx + - - -, vstavimo v zgornjo enacbo, ter obe
strani dobljene enacbe delimo z dz dt, in dobimo tako imenovano difuzijsko enacbo,

Oc &%c
o Poaz

Posplositev enacb na tri dimenzije je preprosta in jih zapiSemo enako kakor pri prevajanju toplote:

]: —DVe
in 9
c

a —DAC,

kjer je ¢ = ¢(z,y, 2, t).

Primer 2.4: Ko voda izhlapeva v odprti posodi (temperatura zraka nad vodo naj bo precej manjsa od
temperature vreliSca pri normalnem tlaku), delni tlak vodne pare v tanki plasti zraka tik nad gladino
vode zelo hitro doseze vrednost nasicenega parnega tlaka. Ce je zrak miren, se nadaljnje izhlapevanje
precej upocasni in hitrost izhlapevanja je dolocena s hitrostjo difuzije pare v okoliski zrak. Doloci gos-
toto difuzijskega toka, Ce je temperatura zraka 20 °C in je difuzijski koeficient za paro v zraku pri tej
temperaturi D = 0,23 cm? /s!

Resitev: Izberimo koordinatni sistem tako, da je os x pravokotna na gladino vode in usmerjena v zrak nad njo.
Koordinatno izhodi$¢e postavimo na gladino vode. Koncentracija vodne pare v zraku je kar enaka absolutni
vlaznosti, to je delni gostoti pare v zraku. Ce vzamemo, da velja p, = p,(x,t), lahko zapiSemo difuzijsko

enacbo takole: )
% =D 9 pp

ot ox?

Tako kakor pri prevajanju toplote, moramo tudi pri difuzijski enacbi opredeliti robne in zacetne pogoje.
Robni pogoj pri * — oo opredelimo tako, da zahtevamo

9pp
Do

Tr—00

jl@ — oo, t) = — =0.

Da dolo¢imo robni pogoj ob gladini vode, upostevamo, kar smo povedali zgoraj. Delna gostota vodne pare

(n)

tik ob gladini vode je enaka gostoti nasi¢ene pare p," pri temperaturi zraka. Ker je hitrost izhlapevanja
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veliko hitrejsa od difuzije, smemo vzeti, da velja

pp((ﬂ:o,t):pé): PRTP7

pri ¢emer je tlak nasiCene pare pri temperaturi 20 °C enak PZS") (T = 293 K) = 0,0233 bar. Opredelimo $e
zacetni pogoj:
pp(2,0)=0.

Zdaj bi lahko resili difuzijsko enacbo enako, kakor smo resevali prevajanje toplote v neskon¢no dolgih
palicah. Ker je difuzijska enacba enaka enacbi za prevajanje toplote, reSitev zapiSemo tako, da v ustrezni
reSitvi za prevajanje toplote zamenjamo 1" < p,, in x < D. Tako dobimo

X
,t) = A+ Berf ,
po(@?) e (2@)

kjer sta A in B integracijski konstanti, ki ju dolo¢imo s pomocjo robnih in zacetnega pogoja, ter
(o) = 2= [ "€ de, er(oo) =1
erf(x) = — e , erf(oo) =1.
VT Jo

Iz zaCetnega pogoja sledi A + B = 0, iz robnega pogoja prix = 0pa A = pg)”). Torej je

ppl,t) = ) [1 —erf (;thﬂ .

Gostota difuzijskega toka, ki je usmerjen pro¢ od gladine vode v okoliski zrak, je

ap 2 o2 1 D 2

1 H=—-DZP D (n) 2 o—7D57 — ) e 7DT |,

Sty ==y =0 e e Ve

Kakor je razvidno iz zadnjega rezultata, ima gostota difuzijskega toka singularnost pri = 0. To je posledica
izbranega robnega pogoja pri x = 0 in zaCetnega pogoja. 1z fizikalnih razlogov namrec sledi, da je

. I -
=0, 0) < 307,

kjer je vv = % povpre€na hitrost molekul vode v zraku, ki je pri temperaturi 7' = 293 K enaka
v = 600m/s. To trditev utemeljimo na naslednji nac¢in. Vzemimo, da je zrak nad gladino vode nasi¢eno
vlazen in izra¢unajmo Stevilo vodnih molekul, ki priletijo na enoto povrsine gladine vode v ¢asovni enoti.
Oznacimo $tevilo molekul vode na enoto prostornine zraka v nasic¢eno vlaznem zraku z n;"). Vzemimo, da
imajo vse molekule vode enako velikost hitrosti v in da so vse smeri gibanja enakovredne. Delez molekul
na prostorninsko enoto, ki se v danem trenutku gibljejo proti gladini vode v smeri, ki oklepa z navpicnico
kot 0, je enak
n{™ a1 nl()") sinfdf .

P oAx 2

Stevilo molekul, ki priletijo v &asovni enoti v tej smeri na enoto povriine gladine, je

1
En;") v cosf sinf db .
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Celotno stevilo molekul vode, ki v ¢asovni enoti priletijo na enoto povrsine gladine iz vseh smeri nad
gladino, je torej enako

1 /2 1
—nimy sinf cos0df = —
27 " J, 2 P

1
1

né”) v / sinfd(sinf) = -nl™ v .
O 4

Ker pa nimajo vse molekule enako velike hitrosti, moramo v gornji izraz namesto hitrosti v zapisati povpre¢no

hitrost 7. Ce ozna&imo maso vodne molekule z my, sledi p,(,") = my n,(,") in gostota masnega toka vodnih

molekul na gladini vode je

1 (n) =

= Z pp v .

Ker je gostota nasi¢ene pare pri 20 °C enaka 0,0173 kg/m?, je velikost gostote masnega toka v tem primeru

enaka j,, ~ 2,6 kg/m?s = 0,26 g/cm?s.

Jm

Ugotovili smo torej, da na gladino vode, ki je v ravnovesju s svojo paro, prileti na vsak m? v sekundi
nﬁ,") 7/4 vodnih molekul. Velika vecina teh molekul obti¢i v vodi, zato jih ravno toliko, to je priblizno
n;") v/4, odleti iz vsakega m? gladine v sekundi, t%ko da se ohranja ravnovesje (pri temperaturah pod
vrelis¢em voda izhlapeva le v tanki plasti ob gladini). Ce piha moc¢an veter, tako da je zrak nad gladino vode
prakti¢no suh, je hitrost izhlapevanja (kg/m?s) priblizno enaka pg’” v /4.

Izraz za gostoto difuzijskega toka, ki smo ga izracunali zgoraj, veljale zat > 7, kjer dolo¢imo cas 7 tako, da
zahtevamo j(x = 0,7) = j,,, kar nam da 7 = 16 D /752. Ce upostevamo, da je pri T = 293 K povpreéna
hitrost 7 ~ 600m/s in D ~ 0,23 - 10~4*m?/s, sledi 7 ~ 3 - 10710, kar je istega reda velikost kakor
povprecen ¢as med dvema zaporednima trkoma molekul v zraku pri normalnih pogojih.

Difuzijska konstanta za vodno paro v zraku je v sploSnem odvisna od temperature zraka in od
zratnega tlaka. Njena vrednost pri absolutni temperaturi Ty = 273 K in zraénem tlaku Py = 10° N/m? =
10° Pa je Dy = 0,23 - 10~*m?/s. Pokaze se[8], da je vrednost difuzijskega koeficienta vodne pare v
zraku pri absolutni temperaturi 7" in zra¢nem tlaku P enaka:

<T>1,81

_p D) —am? (T/To)"™

D(T, P) = Dy (ﬂ) =023:1071 55 S0 (2.6)
Py

Rezultat je razumljiv, ¢e upoStevamo, da je difuzijski koeficient v plinih reda velikosti D ~ v [, kjer
je povpreéna hitrost molekul T o< /T, povpre¢na prosta pot med dvema zaporednima trkoma molekul
| < T/Po. Tlak P je zra¢ni tlak, o pa je neka koli¢ina z dimenzijo povr$ine in se imenuje sipalni presek
ali presek za trke molekul. Ce zanemarimo temperaturno odvisnost preseka za trke, sledi' D o 77 /P.
Vse, kar smo zgoraj povedali glede difuzije v plinih, velja le, ¢e je povprecna prosta pot molekul v plinu
! majhna v primerjavi z linearno razseznostjo prostora L, to je [/L = K,, < 1. Stevilo K, je tako
imenovano Knudsenovo Stevilo. Za primerjavo naj povemo, da je povprecna prosta pot molekul v zraku
pri normalnem tlaku 1 bar in temperaturi 0 °C priblizno [ ~ 107 m.

Fickov zakon za vodno paro v obliki

dp

- p

j=-D B 2.7
1,5 ] .

"Podobno velja Dy o< 22— in 2 = (L/T)" i p = p, L/T)"°

Py Do — (P/Po) (P/Po) *
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v gradbeni stroki obiCajno zapiSemo tako, da delno gostoto pare p,, izrazimo s pomocjo plinske enacbe z
delnim tlakom pare (2.4),

M,
=—=F,.
Pr=Rr "
Ce je temperatura zraka stalna, lahko ena¢bo (2.7) prepisemo v obliki
j= DM, 9P, _ 58Pp
RT Oz ox
5 DM, DM, Ty

RT RTy, T °

Ce upostevamo enacbo (2.6), sledi

5 Doy (/TS _ o (1/T)
= . = 00

RT,  P/P, P/Py

kjer je
_ DoM, 023-107"m?*s™!.18kg

k
5o = ~2.10710 =5

RTy  8300NmK-!-273K msPa

Difuzija vodne pare skozi pore gradbenega materiala poteka podobno kakor v zraku, le da je proces
upocasnjen zaradi same velikosti in konfiguracije por ter adsorpcije in kondenzacije na stenah por. Vse
to lahko priblizno upoStevamo tako, da difuzijski koeficient pare v zraku zmanjSamo za nek faktor y,
ki ga imenujemo difuzijska upornost materiala. Ta koliCina je znacilna za dano vrsto porozne snovi in
je prakti¢no neodvisna od temperature in tlaka. Tako zdaj zapiSemo ustrezne difuzijske koeficiente za
difuzijo vodne pare skozi porozni gradbeni material tako:

- D
D=—
I
in 5
5= —.
1

Preglednica 2.4: Difuzijske upornosti nekaterih tipicnih vrst gradbenega materiala

] Snov | n ]

kamena volna ~1
opeka ~ 9,5
mavcna plo§éa | = 8,3
beton B25 ~ 110

Navedene vrednosti veljajo za suhe vrste materiala. Z naras¢ajoco vlaznostjo materiala se njegova
difuzijska upornost v sploSnem zmanjsuje.
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S
rd

X

Slika 2.13: Delni tlak pare v stacionarnem stanju pojema linearno v smeri difuzijskega toka

V stacionarnem stanju in pri stalni temperaturi je enako kakor pri prevajanju toplote gostota difuzi-
jskega toka skozi vsak precni presek materiala enaka. To pomeni, da je gradient tlaka konstanten (slika
2.13). Delni tlak pare torej pojema linearno v smeri toka. Ce je debelina plasti poroznega materiala
enaka L in ima difuzijsko upornost p, sledi

(2.8)
kjer je AP, razlika delnih tlakov pare med eno in drugo stranjo materiala. Ce je stena sestavljena iz vrste
razli¢nih poroznih plasti z debelinami L; in difuzijskimi upornostmi p;, velja za vsako plast posebe;j

)
pi L

j= AP, ,

pri cemer je AP,; ustrezna tla¢na razlika v i-ti plasti. Zgornjo enacbo prepiSemo v obliki

- i L
A

— AP,

in seStejemo prek vseh plasti. Dobimo:

)
L+ +pnLy

j AP, ,
pri Cemer je
APp = APpl —+ APPQ + .-+ APpN

celotna tlacna razlika prek vseh plasti (slika 2.14).

Primer 2.5: Zrak na obeh straneh ravne navpicne betonske stene z debelino 10 cm ima temperaturo
20°C. Doloci gostoto difuzijskega toka pare skozi zid, e je zrak na eni strani nasi¢eno viazZen, na drugi
pa je zaradi vetra popolnoma suh!
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wl, gk, [T L,

AP,

——  plotplpltpl, ———»

Slika 2.14: Parni tlak v vseh plasteh pojema enako, ¢e debeline plasti (L;) nadomestimo z ,,efektivnimi”
debelinami w; L;

Resitev: Gostoto difuzijskega toka pare najlazje izraCunamo po enacbi (2.8), v katero vstavimo za tlaéno razliko
AP, = 2330 Pa. Sledi:

. § AP, 2-107'0-(293/273)%%" - 2330 kg
- 2

-5 8
— ~ 451077 —=— .
p L 110-0,1 m?2s ’ m?2s

Ker je masa vodne molekule enaka 18 g/6 - 102 = 3 - 10723 g, to pomeni, da skozi vsak m? zidu pride
vsako sekundo priblizno 1,5-10'® molekul vode. Za primerjavo naj navedemo, da je v 1 cm?® zraka pri tlaku
1 bar in temperaturi 0 °C priblizno 3 - 10* molekul.

Ko smo obravnavali difuzijo vodne pare v zraku, smo vzeli, da sta temperatura zraka in tudi celoten
zracni tlak stalna po celotni prostornini. Difuzija vodne pare je torej posledica neenakomernosti delnega
tlaka vodne pare v zraku. V praksi pa najveckrat naletimo na razmere, ko imamo hkrati opravka s parnim
tla¢nim gradientom in tudi z neenakomerno temperaturo zraka in/ali porozne plasti. V tem primeru se
pojavi dodatna difuzija, tako imenovana termicna difuzija, celo tedaj, ko je tlacni gradient na zacetku
enak ni¢. Razlog je v tem, da je termicno gibanje razlicnih molekul v splosnem razli¢no, in to lahko
privede do spremembe porazdelitve vodne pare v zraku. Zaradi termicne difuzije se tako pojavi razlika v
delnih tlakih vodne pare med mesti z razli¢nimi temperaturami. Tako nastale tlacne razlike pa povzrocijo
obicajno difuzijo vodne pare v smeri, ki nasprotuje toku termi¢ne difuzije. Ce je temperaturni gradient
konstanten, se slej ko prej vzpostavi ravnovesje, ko sta oba difuzijska tokova nasprotno enaka in med
toplim in hladnejSim delom zraka se vzpostavi gradient delnega tlaka pare, ki je tak, da je koncentracija
vodne pare ve&ja tam, kjer je zrak toplejsi. Ceprav je termi¢na difuzija v mesanicah plinov pomembna
in jo v praksi uporabljajo za loCevanje razli¢nih plinskih komponent, pa pri difuziji vodne pare skozi
konstrukcijske sklope ne igra omembe vredne vloge in je zato v nadaljevanju ne bomo upostevali.

Tisto, kar je pomembnejSe, ko imamo hkrati difuzijo in prenos toplote, je odvisnost nasi¢enega
parnega tlaka od temperature. Ko namreC para prodira skozi plast v smeri pojemajoCe temperature,
lahko pri nekaterih razmerah pride do kondenzacije pare, ¢e delni tlak pare preseze vrednost nasicenega
parnega tlaka pri temperaturi v plasti. Vlaga v konstrukcijskem sklopu v sploSnem poveca toplotno
prevodnost plasti, vpliva na mehanske lastnosti in obstojnost materiala in na splosen obcutek ugodja v
bivalnih prostorih.
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Vzemimo plast z debelino L, ki ima na eni strani temperaturo 77, na drugi pa 75 < 717 (slika 2.15).
V stacionarnem stanju je potek temperature v plasti linearen, to je
T — Ty
L

T(x)=T, — x . (2.9

>
\'
=
X

P,(x), P," (x)

P,(0)=P,"(T)

P,(L)=P,"(T,)

N
d

X

Slika 2.15: Ce delni tlak pare v plasti preseze vrednost nasi¢enega parnega tlaka pri temperaturi v plasti,
nastopi kondenzacija vodne pare

Nadalje vzemimo, da je delni tlak vodne pare na topli strani enak 7; P,S”) (T1), na hladnejsi strani pa
M2 Pgn) (Tr) <m PIE") (T1); n je vlaznost zraka, P]En) (T') pa nasiceni parni tlak pri temperaturi zraka 7.
Podobno kot temperatura tudi parni tlak v plasti pojema linearno, tako da velja:

_m B = B (1)

Py(z) = m P{"(TY) - x. (2.10)
Upostevamo enacbo (2.2) in (2.10) prepiSemo v obliki
(n) x x _Mpa; AT
Py(z) = P (1) [m (1 - Z) +tmpe T (2.11)

kjer smo oznacdili 71 — T, = AT. Vrednost nasi¢enega parnega tlaka pri temperaturi 7'(x) v plasti lahko
zapiSemo v obliki:

Upostevamo (2.9), pa imamo

_Mpag; AT z/L

PM(z) = PM(Ty)e” BTy T TAT#/TT (2.12)
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Ce enacbo (2.11) delimo z ena&bo (2.12), dobimo

Pp(x) T r _Mpai AT Mp q; AT x/L
T() = | (1 - Z) + M2 Ze RTy Ty | @ RTy Ty 1-ATz/T|L
By
V vseh tistih tockah z v plasti, kjer je koeficient PI?Z gfg)) > 1, pride do kondenzacije pare in se tam
D x

nabira voda. Ce izberemo 1, = 13 = 1, T} = 300 K, AT = 10 K ter upoitevamo vrednosti M, = 18kg,
R =8300J/Kin ¢; ~ 2,4-10° J /kg, gornji koeficient preseZe vrednost 1 v vseh to¢kah v plasti za nekaj
odstotkov, razen na enem in drugem robu, na katerih ima vrednost 1. Najvecji presezek, ki znasa dobre
4 %, doseze prixz ~ 0,6 L.

Kondenzacija je Se izrazitejSa pri vecplastnih stenah z razli¢nimi vrednostmi difuzijskih upornosti
i in toplotnih prepustnosti U;, ko ustrezne tlacne in temperaturne padce v posamezni plasti izracunamo
s pomocjo enacb AP, = j ’“’TL”‘ in AT; = U%. S simboloma j in ¢ smo oznacili gostoto difuzijskega in
toplotnega toka skozi veCplastno steno.



3 PovrSinska napetost vode in dinamika
kapilarnega dviga

3.1 Povrsinska napetost

Pri mehanskih lastnostih vode izstopata predvsem dve znacilnosti. Voda in na splosno vse tekoCine ne
prenasajo striznih napetosti. Vsaka $e tako majhna strizna napetost spravi teko¢ino v gibanje. Ce voda
miruje, tiS¢i na stene posode vedno v pravokotni smeri. Nadalje iz vsakdanjih izkuSenj vemo, da se
gladina vode obnasa kakor elasticna membrana. To je zato, ker vse molekule vode niso v enakovrednem
polozaju. Molekule v tanki plasti ob gladini so v drugacnem okolju kakor molekule v notranjosti vode.
S tem so povezani povrsinski in kapilarni pojavi. Ce je prostornina teko¢ine velika, je delez molekul
ob povrSini majhen v primerjavi s celotnim Stevilom molekul in v tem primeru so povrSinski pojavi
sorazmerno nepomembni. So pa ti pojavi lahko odlo¢ilni pri majhnih mnoZzinah vode.

Na povrsini telesa imajo molekule sosede enake vrste le na eni strani, kar jih razlikuje od molekul v
notranjosti, ki so na vseh straneh obdane z enakimi molekulami. To pomeni, da je potencialna energija
molekul v tanki povrSinski plasti drugac¢na od potencialne energije molekul v notranjosti telesa. Razlika
med potencialno energijo molekul v tankih mejnih plasteh dveh sredstev, ki mejita eno na drugo, in
energijo, ki bi jo te molekule imele v notranjosti enega in drugega sredstva, je povrsinska energija. 1z
same definicije je o€itno, da je povrSinska energija sorazmerna s povrsino mejne plasti in jo zato lahko
zapisemo v obliki:

Wpov =75 3.1

Koeficient ~, ki je odvisen od vrste in stanja snovi, ki mejita ena na drugo, imenujemo povrsinska
napetost. Zaradi povrsinske napetosti, ki je pozitivna koli¢ina (v > 0), skusa zavzeti povrSina kapljevine
tako obliko, da je povrSinska energija ¢im manjSa. Zato imajo kapljice vode ali mehurcki plina v
kapljevini, ¢e zanemarimo vpliv teze, vedno obliko krogle. Krogla ima namre¢ pri dani prostornini
kapljevine najmanjSo povrSino. Prosta kapljevina v brezteZznem prostoru torej zavzame obliko krogle.
Povrsinsko napetost lahko nazorno prikazemo z okvirjem iz zice, ki ga potopimo v milnico (slika
3.1). Milnica se napne na okvir v obliki tanke opne, tako da moramo pri racunu povrsSinske energije
upostevati dvakratno povrsino. Ce je ena od stranic okvirja gibljiva, jo moramo v mirovanju drzati z
neko silo, ker bi se sicer zaradi povrSinske napetosti opna skrcila. Naj bo dolzina gibljive precke in s tem
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(- )

opna milnice

L

t 4t 444

mg

Slika 3.1: Opna milnice se obnasa kot elasticna membrana, ki se upira raztezanju. Sila povrSinske
napetosti v 2L uravnovesa tezo utezi m g.

Sirina opne enaka L, njena dolzina pa x, tako da je povrsSinska energija enaka
Wpow =vS =~2(Lzx) .

Vzemimo, da gibljivo pre¢ko z zunanjo silo F' vleCemo v taki smeri, da se povrSina opne veca in da
se pretka premika enakomerno. Povrinska energija se pri tem veda na radun dela zunanje sile. Ce
se precka premakne za dx, opravi zunanja sila delo dA = F dx, povrsinska energija pa se poveta za
dWpoy = 72 (L dx) in imamo:

v2(Ldx) = Fdx ,

kar nam da
F=~2L.

Rezultat je splosen in lahko re¢emo, da na vsak infinitezimalen element roba mejne plasti deluje sila,
ki je pravokotna na del¢ek roba in tangentna na mejno plast ter je usmerjena tako, da skusa zmanjsati
povrsinsko energijo mejne plasti. Sila na enoto dolzine roba je Stevilsko enaka povrSinski napetosti ~y
mejne plasti. Enoto za povrsinsko napetost lahko razberemo iz enacbe (3.1), ki nam da

[v] = J/m?* =N/m .

1z povedanega je razumljivo, da moramo pri navajanju vrednosti za povrSinsko napetost povedati
tudi, kateri snovi in v kakSnem stanju tvorita mejno plast. Velikokrat govorimo o povrsinski napetosti
kapljevine brez dodatnega pojasnila, pri ¢emer imamo v mislih vedno povrsinsko napetost med kapljevino
in njeno paro. PovrSinska napetost kapljevin z narasCanjem temperature pojema in je enaka ni¢ pri
kriti¢ni temperaturi, pri kateri razlika med kapljevino in njeno paro izgine.

PovrSinska napetost je tudi na mejni povrSini med trdnimi telesi in okoliSko snovjo, vendar je v tem
primeru vpliv povrsinske napetosti na obliko teles zaradi Sibkih sil zanemarljiv.

Povrsinska napetost je posledica sil med molekulami, ki hkrati dolocajo tudi temperaturo vrelisca
snovi. Zato je razumljivo, da je v splosSnem povrSinska napetost snovi z visokim vreliS¢em vecja kakor
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Preglednica 3.1: Povrsinska napetost med kapljevino in zrakom

] Kapljevina | v [N/m] |
voda (20°C) 0,073
etil eter (20 °C) 0,017
benzen (20 °C) 0,029
zivo srebro (20 °C) 0,48
Zlato (1130°C) 11

pri tistih z nizkim vreliS¢em. Kovine, ki imajo visoko temperaturo vrelisca, imajo veliko povrSinsko
napetost (Y > 1N/m). Zivo srebro, ki ima vrelidée pri 357 °C, ima povriinsko napetost 0,485 N/m,
voda z vrelis¢em 100 °C pri normalnem tlaku pa v = 0,073 N /m.

A

gladina

fre kapljevine

@ Yis 4 Ya3
gladina

o
@ kapljevine ol/®
®
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Y12
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a) b)

Slika 3.2: Mejni kot na stiku med kapljevino in steno posode.

Ce imamo kapljevino v posodi, se ob steni na robu gladine stikajo tri snovi (slika 3.2): stena posode
(snov 1), kapljevina (snov 2) in zrak ter para kapljevine (snov 3). Ob takem stiku lahko opazimo kapilarne
pojave. Na rob gladine ob steni (tocka O na sliki 3.2), vzdolz katerega se stikajo vse tri snovi, delujejo tri
razli¢ne povrsinske napetosti. Vsaka od njih deluje v tangentni smeri vzdolz mejnih povrsin, kakor kaze
slika. Kot 6, ki ga tangenta na gladino kapljevine oklepa s steno posode, ki meji s kapljevino, imenujemo
mejni kot. Gladina kapljevine se ob steni zaviha tako, da je rezultanta vseh sil zaradi povrSinskih napetosti
vzdolz stene enaka ni¢. Komponento v pravokotni smeri uravnovesa sila stene. Mejni kot je odvisen le
od povrsinskih napetosti, ni& pa od oblike posode. Ce je rob kapljevine ob steni zavihan navzgor (slika
3.2a), pravimo, da kapljevina moci steno. V nasprotnem primeru (slika 3.2b), ko je rob kapljevine
zavihan navzdol, pa kapljevina ne mo¢i stene. Ce damo kapljico na vodoravno podlago, ki je iz snovi,
ki jo kapljevina moci, se kapljica delno razleze po podlagi (slika 3.3a). To opazimo pri kapljici vode na
&isti vodoravni stekleni podlagi. Ce pa damo kapljico Zivega srebra na vodoravno stekleno podlago ali
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kapljico vode na vodoravno plosco parafina, se kapljice ob stiku s podlago nekako skrcijo, tako da se
sti¢na povrsina zmanj$a (slika 3.3b). Mejni kot na meji med zivim srebrom in steklom je 150°, na meji
med vodo in parafinom pa 105°.

a) b)

Slika 3.3: Kapljevina moci povrsino (a), kapljevina ne moci povrsine (b).

Kondenzacija nasi¢ene pare v kapljevino je posledica privla¢nih sil med molekulami pare. Ce je
para v stiku s trdno povrsino, delujejo na molekule pare ob povrsini tudi molekule povrsine. Lahko se
zgodi, da so privla¢ne sile med molekulami povrSine in molekulami pare vecje od sil med molekulami
pare. V tem primeru lahko pride do kondenzacije pare na povrsini, tudi €e je para nenasiena. Na
taki povrSini se naredi tanek film kapljevine z debelino, ki je priblizno enaka dosegu privla¢nih sil med
molekulami kapljevine in stene (10~7 — 10~° cm). Ce je para nasi¢ena, je debelina filma vetja. Za
tako kapljevino re¢emo, da popolnoma moci povrsino. Ogljikov tetraklorid (CCly) na primer popolnoma
omoci veliko vrst povrsin, vkljuéno s steklom. Rob kapljevine, ki popolnoma moci stene posode, preide
zvezno Vv tanko plast kapljevine na steni. V tem primeru lahko recemo, da je mejni kot enak ni¢. Kapljica
kapljevine, ki popolnoma moci vodoravno podlago, se po njej popolnoma razleze. Tudi voda skoraj
popolnoma omodi &isto stekleno povrsino in debelina nastale plasti je priblizno 10~% cm. Ce damo na
tako omoceno povrsino dodatno kapljico vode, se ne razleze popolnoma, Ceprav zavzame zelo splosc¢eno
obliko z mejnim kotom, ki je manjsi od 1°.

3.2 Kapilarne sile

Sredstvi, ki mejita eno na drugo, imata v termodinamskem ravnovesju enak tlak. To velja le, ¢e je mejna
povrsina ravna (v resnici ima ,,mejna povrsina” kon¢no debelino, ki je reda velikosti nekaj desetink
nanometra). Ce mejna povr§ina ni ravna, tlak v obeh sredstvih zaradi povriinske napetosti ni enak.
Vzemimo na primer kapljico vode v zraku. Sile zaradi povrSinske napetosti stiskajo kapljico vode tako,
kakor gumijast balon stiska plin v notranjosti. To pomeni, da je tlak v kapljici vecji od tlaka okoliskega
zraka. Razliko tlakov A P lahko preprosto izra¢unamo.

Vzemimo, da kapljici v obliki kroglice s polmerom r (slika 3.4a), ki je v termodinamskem ravnovesju
z okoliskim zrakom, pove¢amo polmer na r + dr, tako da ji nekako dodamo primerno mnozino vode.
Pri tem se kapljici poveca povrSina za dS = 8 rdr in s tem tudi povrSinska energija dWyo, = v dS.
Povecanje povrsinske energije gre na racun dela tla¢nih sil, ki je enako dA = AP dV = AP 4w r?dr.
Tako imamo

v-8nrdr = AP4nr?dr
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in

ar milnica

P+AP

a) b)

Slika 3.4: (a) Tlak v kapljici je vecji od okolisSkega tlaka (Fp) zaradi povrSinske napetosti. (b) Podobno
velja za milni mehurcek, le da je v tem primeru tlacna razlika dvakrat vecja, ker ima milni¢na opna dve
povrsini.

Enak rezultat velja tudi za zra¢ni mehurcek v kapljevini. Vecji tlak je vedno na vboceni strani mejne
povrsine, ki loCuje obe sredstvi. Ko gre r — oo, gre AP — 0, v skladu s tem, kar smo povedali zgoraj.

Podoben racun bi lahko naredili tudi za milni mehurcek (slika 3.4b). Razlika je le v tem, da moramo
pri opni iz milnice upoStevati, da je v resnici tanka krogelna lupina z dvema povrSinama, ki sta priblizno
enaki. Rezultat je torej za faktor 2 vecji kakor pri kapljici in sledi

Ap=20
r
kjer smo povriinsko napetost milnice ozna&ili z .

Kot naslednji primer kapilarnih sil, katerih izvor so sile med molekulami, si oglejmo tako imenovani
kapilarni dvig (ali spust) kapljevine v tanki kapilari, katere spodnji konec je potopljen v kapljevino (slika
3.5a). Ce je mejni kot 6 oster (/ < = /2), je gladina kapljevine v kapilari vbo¢ena navzdol, zato je tlak
v kapljevini tik pod gladino za Ap manjsi od zracnega tlaka v kapilari tik nad gladino. Po drugi strani
pa je tlak v kapljevini tik pod gladino v kapilari za p g h manjsi od tlaka v posodi tik pod gladino, ki je
obenem enak zracnemu tlaku (za gladino kapljevine v posodi vzamemo, da je ravna). Tako imamo

AP =pgh, (3.2)

kjer smo s h oznacili visino stolpca kapljevine v kapilari glede na gladino kapljevine v posodi, z p pa
gostoto kapljevine. Ce vzamemo, da ima gladina kapljevine v kapilari obliko krogelne kapice (slika 3.5a)
s polmerom krogle » = R/ cos 6, pri ¢emer je R polmer kapilare, sledi

_ 2y 2y cosf
- r R '

AP (3.3)
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2R
Lo
§ 2R
(C) h
P, =2 P,
P, P,
P, h
a) b)

Slika 3.5: (a) Kapilarni dvig, (b) kapilarni spust. Tlak Py je zracni tlak ali nasiceni parni tlak pri tempe-
raturi kapljevine.

Upostevamo enacbo (3.2), pa dobimo za viSino kapilarnega dviga h rezultat

AP 2~y cost

h —
Py pgR

(3.4)

Za kapljevino, ki ne moci stene kapilare, je # > m/2, in gornja enacba pove, za koliko je gladina
kapljevine v kapilari nizja od gladine kapljevine v posodi. Tedaj govorimo o kapilarnem spustu, ki ga
opazimo pri zivem srebru in stekleni kapilari.

Primer 3.1: Doloci visino stolpca vode v stekleni kapilari s polmerom R = 0,5 mm/

Resitev: Ce vzamemo za povriinsko napetost vode v = 0,073 N/m in vzamemo, da je 6 ~ 0°, sledi

p_ 27 _ 2.0,073N/m o
~ pgR  103kgm—3-10ms=2-5-104m '

Podobno vlogo kot kapilare igrajo pore v betonski steni. Ce je taka stena na dnu v stiku z vodo, bo voda
zaradi kapilarnih sil lezla po steni navzgor. Premer por v betonu je lahko od nekaj desetink nanometra do
I mm. Ce vzamemo za polmer pore R = 5um = 5 - 10~%m, dobimo za kapilarni dvig h ~ 3m. To
nam pove, da je kapilarni dvig vode v konstrukcijskih sklopih pomemben. Ce so pore z razli¢nimi polmeri
povezane med sabo, bodo tanjSe pore srkale vlago iz vecjih por, dokler se ne vzpostavi ravnovesje tlakov
tudi v man;jsih porah. Ce vlaZen porozen material staknemo s suhim poroznim materialom, bo suhi srkal
vlago iz vlaznega, dokler se med njima ne vzpostavi ravnovesje kapilarnih tlakov. Model por kot mnozica
kapilarnih cevk razli¢nih polmerov je seveda le grob priblizek dejanske konfiguracije por v poroznih vrstah
materiala.

Povrsinska napetost vpliva tudi na ravnovesje med kapljevino in njeno paro. Z drugimi besedami
to pomeni, da nasiceni parni tlak ni odvisen samo od temperature, ampak tudi od oblike mejne povrsine
med kapljevino in njeno paro. Odvisnost pricakovano ni posebej izrazita in je pomembna le, kadar
je ukrivljenost gladine velika. Da bomo ugotovili odvisnost nasi¢enega parnega tlaka od ukrivljenosti
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gladine, si bomo pomagali s kapilarnim dvigom. Vzemimo, da je nad gladino kapljevine v kapilari in
tudi v posodi (slika 3.5a) samo nasicena para. Ker tlak pojema z viSino, je o€itno, da je tlak nasi¢ene pare
nad gladino v kapilari pri kapilarnem dvigu za p, g h man;jsi, pri kapilarnem spustu pa ravno za toliko
vedji kakor nasiCeni parni tlak nad ravno gladino v posodi (p, je gostota nasiCene pare).

ZmanjSanje parnega tlaka ob vboceni gladini kapljevine je vzrok za nastanek kapilarne konden-
zacije. Ce je nasicena para v stiku s poroznim telesom, se v porah kondenzira para. Kot smo ze ome-
nili, pore delujejo kot tanke kapilare, v katerih je gladina kapljevine, ki moci stene pore, vbocena. Ob
vboceni gladini pa je nasiGeni parni tlak zmanjsan, kar lahko povzro¢i kondenzacijo pare. Ce je gladina
kapljevine izboCena, se tlak nasiCene pare poveca. Iz enacbe (3.3) sledi pp gh = 277, pri cemer je pg
gostota kapljevine. Po drugi strani pa vemo, da se pri kapilarnem spustu nasiceni parni tlak poveca za
ppgh = (pp/pk) pegh = (pp/pk) 277 Za ravno toliko se poveca tudi nasiceni parni tlak ob povrsini
Vzemimo vodno paro, ki vsebuje tudi kapljice vode z razlicnimi polmeri. Tedaj se lahko zgodi, da je
para prenasicena glede na vecje kapljice in nenasicena glede na manjSe. ManjSe kapljice bodo zato
izhlapevale, na vecjih pa se bo para kondenzirala. Lahko recemo, da vecje kapljice pozirajo manjse.

3.3 Viskoznost tekocin in dinamika kapilarnega dviga

S stalisca gradbene stroke so kapilarni pojavi pomembni predvsem zato, ker omogocajo prodiranje vode
skozi razpoke in pore v razlicnih konstrukcijskih elementih. Prisotnost vode in pare v konstrukcijskih
elementih vpliva na njihove mehanske in tudi na toplotne lastnosti. V tem razdelku bomo dolocili
hitrost dviganja kapljevinskega stolpca v navpi¢ni kapilari. V ta namen moramo najprej povedati neka;j
o viskoznosti tekocin (kapljevin in plinov).

Pri pretakanju tekocin se razlicni tekoCinski delcki v splosnem gibljejo z razli¢nimi hitrostmi. Tako
stanje ni ravnovesno stanje tekocCine, ker se med posameznimi deli tekocine, ki drsijo eden glede na
drugega, pojavi notranje trenje ali viskoznost. Zaradi viskoznosti tekoCine se hitrosti posameznih teko-
¢inskih delckov slej ko prej izenacijo. Podobno kakor se toplota prenasSa s termi¢nim gibanjem molekul
od mest z vi§jo temperaturo k mestom z nizjo, se pri viskoznih tekocCinah prenasa gibalna koli¢ina od
mest, na katerih je hitrost teko¢ine velika, k mestom, na katerih je manjsa.

Difuzija, prevajanje toplote in viskoznost so sorodni pojavi. V vseh treh primerih imamo opraviti s
procesi, pri katerih se izenaCujejo neke lastnosti snovi: enkrat koncentracije raztopine, drugi¢ tempera-
ture snovi in v tretjem primeru hitrosti razli¢nih tekoCinskih del¢kov. Osnovni mehanizem prenosa ali
transporta ustrezne koli¢ine je v vseh nastetih primerih termi¢no gibanje in trki med molekulami. Pri
difuziji gre za transport delcev snovi, ki sestavljajo raztopino, pri prevajanju toplote se prenasa energija
in pri viskoznosti govorimo o transportu gibalne koli¢ine. Vse te procese imenujemo transportni pojavi.

Vzemimo, da je smer hitrosti vseh delov tekoCine enaka, hitrosti se razlikujejo le po velikosti. Ve-
likost se spreminja le v smeri pravokotno na tok tekocine. Koordinatno os x usmerimo pravokotno na
tok tako, da je v = v(x). Po analogiji z gostoto toplotnega ali difuzijskega toka definiramo gostoto toka
gibalne kolicine 11 kot gibalno koli¢ino, ki se prenese v ¢asovni enoti v smeri pozitivne osi x skozi enoto
ploskve, ki je pravokotna na os z. Skladno z omenjeno analogijo zapiSemo (v plinih moramo zahtevati,
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da je Knudsenovo $tevilo dovolj majhno, K,, < 1)

dv

(3.5)
Sorazmernostni koeficient 7 imenujemo koeficient viskoznosti ali na kratko viskoznost teko€ine. Enoto
zanjo razberemo iz gornje enacbe,

IT kgms~!/m?s
bl = [d1£/c]ix] = TR < ks

Viskoznost doloca, kako hitro se gibalna koli¢ina prenasa od enega mesta v toku k drugemu. Ker pa
je hitrost delcka tekoCine enaka kvocientu gibalne koli¢ine delcka z maso delcka, sledi, da se hitrost v
tekocini izenaCuje tem hitreje, ¢im vedji je kvocient 77/p, kjer je p gostota tekoCine. Zato je v navadi, da
kvocient

n

v=-—

p

imenujemo kinematicna viskoznost, n pa dinamicna viskoznost. 1z same definicije kinemati¢ne viskoznosti
jerazvidno, da je enota za kinemati¢no viskoznost enaka enoti za difuzijski koeficient D in enoti termi¢ne
difuzivnosti x:

Kinemati¢na viskoznost tekoc¢ine je neke vrste difuzijski koeficient za hitrost tekocine.

Preglednica 3.2: Viskoznost nekaterih kapljevin in plinov pri 20 °C

snov n (kg/ms) | v (m?/s) - 10*
vodik 0,88-107° 0,95
zrak 1,8-107° 0,150
benzen 0,065 0,72
voda 0,0010 0,010
7ivo srebro 0,00155 0,0014
glicerin 1,50 12,0

Pri mehaniki smo se naucili, da je sprememba gibalne koli¢ine telesa v ¢asovni enoti enaka rezultanti
zunanjih sil, ki delujejo nanj. Gostota toka gibalne kolicine II je torej sila na enoto ploskve, s katero
tekocina deluje nanjo. Poskusimo to pojasniti Se z naslednjima dvema primeroma. Najprej si zamislimo
dve ravni vzporedni plosci, med katerima je kapljevina z viskoznostjo 7. Naj bo v hitrost zgornje plosce
glede na spodnjo, h pa razmik med njima (slika 3.6). Hitrost kapljevine v tanki plasti ob eni ali drugi
plosci je zaradi privlacnih sil med molekulami plos¢ in molekulami kapljevine enaka hitrosti plosce.
Tanka plast kapljevine tik ob plosci se ,,prilepi” nanjo. Viskozni sili, ki delujeta na enoto povrsine ene in
druge plo3&e, sta nasprotno enaki in se upirata njunemu relativnemu gibanju. Ce vzamemo, da spodnja
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plosca miruje in Ce je hitrost v stalna, sledi, da je II = const in enacba (3.5) nam pove, da velja

v t ( ) v
— =const —v(x) = -2
dx h™’
kjer je koordinatna os usmerjena pravokotno na plosci s koordinatnim izhodi§¢em na mirujoci plos¢i.

Silo na enoto povrsine ene ali druge plosce zapiSemo v obliki
F v
— =l =n-.
Sila je tem vecja, ¢im vecja je relativna hitrost plos¢ in ¢im manjsi je razmik med njima.

A
X N
4
L —_

0

Slika 3.6: Tanka plast kapljevine z viskoznostjo 1 zapolnjuje prostor med vodoravno podlago in vz-
poredno plosco, ki se giblje s hitrostjo v glede na podlago

Kot naslednji primer si oglejmo tok viskozne tekoCine po okrogli cevi s polmerom R in tlacno
razliko AP = P; — P» med enim in drugim koncem odseka cevi z dolZino /. Koordinatna os = sovpada
s simetrijsko osjo cevi. Velikost hitrosti je stalna vzdolz osi in se spreminja le v radialni smeri, tako da
velja v = v(r). Hitrost je najvecja na osi in je enaka ni¢ v tanki plasti tekoCine tik ob plascu cevi, za
katero smo vzeli da miruje. Gostota toka gibalne koli¢ine v radialni smeri je torej enaka

dv
II = —n% . (3.6)

Doloc¢imo tok gibalne kolic¢ine skozi plas¢ valja s polmerom r < R, ki ga tvori tekoCina v tem delu
cevi. Iz enacbe (3.6) sledi

2wrllIl = —27rrlnd—v .
dr

To je hkrati sila viskoznega trenja, s katero okoliska tekoc¢ina nasprotuje gibanju tekoCine v valju s
polmerom r. To silo pri stacionarnem toku uravnovesa tlaéna sila 7 > AP, ki je posledica razlike tlakov
med enim in drugim koncem obravnavanega odseka cevi. Tako imamo

Tr? AP = 727Trlnd—v
dr

in
dv r

dr 2nl "
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Zadnjo enacbo prepisSemo v obliki

dv AP dr? d( AP2>:O_> AP ,

ar Tanlidr dr

v+4—nlr v+4—77lr = const .

Integracijsko konstanto izberemo tako, da velja robni pogoj v(r = R) = 0, kar nam da

AP

o) = 5 (R*=1?) .

Masni tok kapljevine skozi cev ®,,, je tako enak (p je gostota kapljevine)

d®,, =pv2nrdr

in

pTt AP (B pm R
P, = = dr = AP . 3.7
0l /0 (R r)r r Py (3.7

To je tako imenovana Poiseuillova formula.

Pois¢imo zdaj hitrost dviganja vodnega stolpca v navpicni kapilari, v = ‘fi—’t‘ , kjer pomeni v povprecno
hitrost kapljevine po celotnem preseku kapilare. Enacbo za v lahko zapisemo s pomocjo enacbe (3.7),
tako da zahtevamo

dh  pmR*
P, = 2= 2= AP ..
pmTR°v=pmR 7 Suh
Sledi
dh_ R
dt  8nh '

Tlacna razlika je sestavljena iz prispevka povrSinske napetosti (3.3), ki mu nasprotuje tlacna razlika
zaradi sile teze (3.2). Tako dobimo Washburnovo enacbho:

dh R? 27 cosf b
it 8nh\_ R Pgn) -

(3.8)

Ko kapljevina doseze najvecjo viSino A4z, s€ stolpec ustali in velja
sledi Ze znani izraz (3.4),

dh PN y
r ‘ hehye, = 01M1Z enacbe (3.8)

2~ cos b
pgR
Washburnovo enacbo hitro resimo, ¢e vpeljemo brezdimenzijsko koli€¢ino & = h/hq, in upostevamo

zagetni pogoj h(t = 0) = 0. V ta namen enacbo (3.8) pomnoZimo s h in delimo s h2, ,; tako dobimo

hmaz =

d§ 27 R cost pg R?

s _ ¢.
dt 8Nh2ue 81 hmax
Ce upostevamo izraz za hyq., sledi
27 R cosf pg R? B 0’ g* R? 1

= = . 3.9
81 h2 8N hmax  16m7y cos® T, (3:9)

max
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Z enacbo (3.9) smo definirali relaksacijski cas ,, ki doloca Casovno skalo dviganja kapljevinskega
stolpca v kapilari. Za vodo (7(20°C) = 10~3kg/ms, § = 0) v kapilari s polmerom R = 0,5mm
je relaksacijski ¢as enak 7,(H20) =~ 100ms. Ce vpeljemo $e 7 = t/7,, lahko Washburnovo enaébo
zapisemo v dokon¢ni brezdimenzijski obliki kot

d
5—5:1—5. (3.10)
dr
Resitev te enacbe pri zacetnem pogoju {(7 = 0) = 0 dobimo preprosto z integriranjem. Enacbo
prepiSemo v obliko
gds _
= 7' s
1-¢
vpeljemo novo spremenljivko x = 1 — &, d¢ = —dx in dobimo
v _ dr = —drt .
T

Dobljeno enacbo integriramo na obeh straneh, kar nam da
Int—z=-74+C,

kjer je C' integracijska konstanta, ki jo dolo¢imo z zaCetnim pogojem z(7 = 0) = 1. Sledi C' = —1 in
¢e upostevamo x = 1 — &, imamo
In(1-¢)+&=—7.

Resitev (slika 3.7) v kon¢ni obliki je
(1—¢&)e=e. (3.11)

0 1 2 3 4 5
tr
n

Slika 3.7: Visina kapilarnega stolpca v odvisnosti od ¢asa kot jo opisuje enacba (3.11, £ = h/hpqs in
T=1t/Ty)
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Za majhne case, 7 < 1, pri¢akujemo, da je tudi £ < 1; tedaj smemo gornjo reSitev poenostaviti
tako, da eksponente razvijemo v potencno vrsto, kar nam da

(1—&)(1—1—54-%524""):1—7'+"' :

in
52 ~2T

h(t) :,/2h2,mTi - ,/'YRQCWOSQt. (3.12)
n

Poglejmo limito, ko gre 7 — oo in hkrati ¢ — 1. Iz ena¢be (3.11), ko na levi strani zapiSemo e ~ e,
dobimo

ali

E=1—-e"ltrnl—eT"

ter
h(t) = hmas (1 - e*t/ﬂz) .

Hitrost prodiranja kapljevine v porozno snov lahko dolo¢imo s tehtanjem vzorca. Nato s pomo¢jo Wash-
burnove enacbe, ¢e poznamo povprecno vrednost premera por R, ocenimo kot 6, ki ga oklepa kapljevina
s steno pore, in iz tega potem sklepamo, kako dobro kapljevina moc¢i material.

Iz enatbe (3.12) nadalje sledi dh/dt|;_o oc 1/t'/2. Hitrost dviganja stolpca je torej na zatetku
zelo velika, kar je seveda v nasprotju s Poiseuillovo enacbo, ki temelji na predpostavki laminarnega toka
kapljevine. Enacba (3.8) v tej limiti torej ni veljavna in da smiselne rezultate le za h > R.

Primer 3.2: Posplosi enacbo (3.8) oziroma (3.10) tako, da upostevas tudi izgube vode zaradi izpare-
vanja na povrsini porozne kapilare. Predpostavi, da je hitrost izparevanja sorazmerna s povrsino tistega
dela kapilare, ki je v danem trenutku zapolnjen z vodo.

ReSitev: Ce oznaCimo hitrost izparevanja na enoto povrsine kapilare z e;,,, ([e;2p] = m/s), imamo

p7rR2@ _ pTR? (27 cosd

- —pgh) —eiyp27 R
at —~ 8nh R pg) Cizp P2

in

2 2 3 2e.;
dh _ R (W%H_pgh>_€zzph_ (3.13)

dt — 8nh R R
Uporabimo ze znane definicije za &, 7, 7, in podobno definirajmo $e ¢asovno konstanto 7. = R/2e;,,, ki

doloca hitrost izparevanja, pa imamo
a 1-¢& 7,

dT—T*;ef- (3.14)

Najvecjo visino izm(m. ob prisotnosti izhlapevanja dolo¢imo tako, da zahtevamo d¢ /dr = 0, kar nam da
3 —1+4+,/422+1

hmax = hmaz — =, . 3.15
T (3.15)

Te
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Ce vzamemo Ty = Te, sledi Bonaz = Pmax (\/‘?’2_1) = 0,62 hynqae. V nasprotnem primeru, ko je 7. >> 7, in

T

velja 7, /7e < 1,sledi /1 +4 2% =1+22 4 ... tako da imamo homaz = Pomaz-

Formalno enaka enacba kakor (3.14) velja tudi za prodiranje vlage v porozni navpicni steni s Sirino L, ki
je na spodnjem koncu v stiku z razmoceno zemljino, tako kakor kaze slika 3.8. Casovni konstanti v tem
primeru obi¢ajno zapisemo v naslednji obliki':

A

=/ . (3.16)
Ty T7$O) f2h72nax

hﬁS?m = 1m, 0,7@ < f< @, kjer Vo pomeni prostornino por v steni s prostornino V. Za vec¢ino
vrst materiala velja, da je Vjor/V =& 0,25. Produkt f L hy,q, je torej prostornina vode na enoto dolzine
razmodenega dela stene. Nadalje velja, na primer za apnenec, 0,125 - 10~ min~! < (1/ 77(70)) < 1,125
109 min~!. Casovna konstanta, ki dolo¢a hitrost izparevanja, je

RS )
kjer je Lo = 10cm, in 1/7.” ~ 10~3 /min.
) L
B =S s
= B
D ==========: I
— .

- SESER D - I-

Slika 3.8: Porozna navpicna stena s §irino L je v stiku z razmoceno zemljino. Izgube zaradi izhlapevanja
vlage v steni dolo¢a hitrost izparevanja e;.,, ki pove, koliko m®/s vode izgubi vsak m? povrine vlazne

stene ([e;zp] = mfnSQ_l = m/s). Visina h predstavlja visino tistega dela stene, ki vsebuje vodo.

Enacbo (3.14) najprej re§imo za primer, ko je 7,,/7. > 1. Enacbo prepiSemo v obliki

g Ty
dT_l_g(ng—i_l)

1C Hall, W.D. Hoff, Rising damp: capillary dynamics in walls, Proc. R. Soc. A, 463, 1871-1884 (2007).
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in privzamemo, da je :—"f > 1 za skoraj vse vrednosti £ # 0, tako da imamo

53—5:1—7-—”52. (3.18)

-
Ce primerjamo to ena&bo z enacbo (3.13), opazimo, da enacba (3.18) opisuje kapilarni dvig brez upostevanja
sile teze. Enacba (3.18) namrec sledi iz enacbe (3.13), ¢e vzamemo g = 0. ReSitev enacbe (3.18) pri
zaletnem pogoju {(7 =0) =0 je

e2(r) =12 (1 _ 6—2(%)7)

Ty
ali -
Rt = & n2 (1 - e*“/ﬂf) (3.19)
Ty
in
iLmam = E . hma:v .
Tn

Enak rezultat dobimo tudi z enacbo (3.15), ko zahtevamo :—Z > 1. Ce upostevamo enacbi (3.16) in (3.17),
sledi

hmam =
Izberimo L = 15cm, Téo) = 10° min, f =0,21in 1/7',(70) =0,5-10"9 min~?, pa imamo
~ 1.5-105 - .10—6
honaz = \/ ,5- 10 002’5 0 -1m~0,61m .

V ravnovesnem stanju je mnozina vode, ki je v 1 m dolgem delu razmocene stene, enaka
V =fLhmew-1m=0,2-0,15m-0,61m-1m ~ 18litrov .

Iz enacbe (3.18) izracunajmo Se mnozino vode, ki izpari v ¢asovni enoti na povrsini tega dela stene v

stacionarnem stanju. Enacba
d(th) _ h?nar fL LO

- 0

dt T, h 7_e( )
opisuje spreminjanje mnozine vode v steni. Prvi ¢len na desni strani predstavlja dotok vode skozi spodnjo
povrsino stene, drugi ¢len pa izgube zaradi izparevanja na levi in desni povrSini stene. V ravnovesju ravno
toliko vode v ¢asovni enoti vstopi skozi spodnjo povrsino, kakor je ob straneh izpari. Mnozina vode, ki se
v Casovni enoti pretoci skozi 1 m dolg segment stene v ravnovesnem stanju, je torej enaka
Ly - 1075
1m- —Ohm(w =1Im-0,1lm-0,61m-

0 -
Te( ) min

~ 0,88 liter /dan

ali priblizno 320 litrov na leto na vsak dolzinski meter dolzine stene. Ker je v vlaznem delu stene v
ravnovesju 18 litrov vode, to pomeni, da se voda v celoti zamenja v ¢asu

18 liter

_ O 90 dni.
0,88 liter/dan m

to
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Resitev (3.19) lahko prepiSemo v prirocnejsi obliki kot

Wt =h2 (1 - e*%/%) . (3.20)

Cas, v katerem nivo vlage doseze vi$ino h = 0,95 Bmam, dolo¢imo iz enacbe (3.20). Sledi

1 L
to,05 = —5 In(0,0975) - 7 ~ 1,164 - ‘Z— 70 =1164-0,2-1,5-10° min ~ 24 dni .
0

Slika 3.9: ResSitve enacb (3.22, polna ¢rta) in (3.23, ¢rtkano) v grafi¢ni obliki

Ce ozna&imo Tp/Te = v, lahko zapi§emo enacbo (3.14) kot

g 2
(g =—ad—¢+1.

Splosna resitev pri zaCetnem pogoju £(7 = 0) = 0 je

1 ) 20+ 1+ V1 +4a
1

Vi+da |206+1—-+vV1+4a
kjer je C' integracijska konstanta, ki jo dolo¢imo z zaCetnim pogojem,

1 <\/ 1+4a— 1)

= 11’1 .
V1+ida V1i+da+1

Resitev (3.21) lahko zapiSemo v naslednji obliki:

—2a7’:ln(1—£—a§2) +

+C, (3.21)

_ PSEpe: 1 20 (1 = V1 +4a) —4a
—2a7=In(1-¢ a€)+mn’2a§(1+\/m)—4a' (3.22)

Ce je o > 1, dobimo ponovno resitev enacbe (3.18), ki jo lahko zapidemo tudi v obliki,

—2aT1=In (1 —a§2) . (3.23)
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Resitve enacb (3.22) in (3.23) so prikazane v grafi¢ni obliki na sliki 3.9 za naslednje vrednosti parametrov:
a) 1/7e = 4,7-1075/min, 1/7,, = 0,125 - 1075 /min (o = 37,33) in hyee = 10m, b) 1/7. = 1,13 -
1075 /min in podobno kot v prejsnjem primeru 1/7,, = 0,125 - 107¢/min (o = 9,04) ter Ao = 10m
(€ = h/hmaaz).



4 Zvocno valovanje v tekocinah

4.1 Valovna enacba in hitrost zvoka

Podobno kakor na napeti vrvi ali prozni vzmeti se valovanje lahko razsirja po vsakem elasti¢nem sred-
stvu. Pri tem posamezni deli sredstva ali snovi nihajo okrog ravnovesnih leg. Pri opisu valovanja bomo
zanemarili molekularno zgradbo snovi in bomo vzeli, da imamo opravka z zveznim sredstvom. V plinih
je ta predpostavka upravicena le, ¢e je valovna dolzina velika v primerjavi s povpre¢no prosto potjo
molekul. Ko torej reCemo, da posamezni deli sredstva nihajo okrog ravnovesnih leg, imamo v mis-
lih delcke snovi, katerih linearna razseznost je velika v primerjavi s povprecno prosto potjo molekul, a
majhna v primerjavi z valovno dolzino.

Ker tekoCine ne prenasSajo striznih napetosti, se v njih razsirja le longitudinalno valovanje, pri
katerem deli snovi nihajo v smeri razsirjanja valovanja. Tako valovanje imenujemo zvok. Na vsakem
mestu v snovi tako valovanje ustvarja zgoscine in razredcine. 7 zgos¢inami in razredCinami so povezane
spremembe tlaka, ki jih lahko dolo¢imo s pomocjo enacbe stanja P = P(T), p), kjer je p gostota, T pa
absolutna temperatura tekocine na danem mestu. Razsirjanje valovanja po tekocCini lahko tako opisemo
na tri nacine: kot nihanje delckov snovi okrog ravnovesnih leg, kot nihanje gostote ali kot nihanje tlaka v
tekoc¢ini. Odmik tekoCinskega delcka na mestu 7 in v trenutku ¢ glede na ravnovesno lego bomo oznacili
z u(7,t), pri Cemer kaze vektor odmika # v smeri razsirjanja valovanja. Ker so odmiki razli¢nih delov
tekoCine razli¢ni, se zaradi tega spreminja gostota tekocine, ki jo zapiSemo v obliki

p(r,t) = p+ p(r, 1) ,

kjer je p = const ravnovesna gostota. Pri nadaljnji obravnavi bomo vzeli, da so spremembe gostote p,
ki jih povzroca valovanje, majhne, tako da velja p < p. Kakor smo ze omenili, spreminjanje gostote
povzrocCi spreminjanje tlaka, ki ga zapiSemo podobno kot gostoto, to je,

P(7,t) = P+ P(7,t) ,

pri pogoju P <« P = const.
Gibanje tekoCinskih delcev okrog ravnovesnih leg je posledica tlacnih razlik v tekoCini. Da bo
racun vsaj na zacetku enostavnejsi, bomo privzeli, da se valovanje razsirja v smeri osi x, tako da velja

u = u(x,t), P = P(x,t) in p = p(x,t). Izberimo tanko plast tekoCine z debelino dz in pre¢nim
presekom .S, ki lezi med x in x + dx (slika 4.1). Masa tekocCine v izbrani plasti je, ¢e zanemarimo
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y A
S
\I\ g}
P(x,p) P(x+dx,t)
0 X x+dx X

Slika 4.1: Izpeljava valovne enacbe

spremembo gostote 5, enaka p S dz in se giblje s pospeskom! a ~ dv/0t. Nadalje iz slike 4.1 razberemo,
da je sila, ki deluje na izbrano plast tekoCine enaka,

S(P(z,t) — P(x + dz,t)) = S (15(1;, t) — P(z + dz, t)) = -5 ‘gf dz .

2. Newtonov zakon zapiSemo kot ~
v oP
Sde— =-S5 —dzx , 4.1
T o 1)
kjer je v(x, t) hitrost tekoCinskega delcka na mestu x in v trenutku ¢. Enacbo na obeh straneh delimo s
S dzx in imamo, ¢e upostevamo v = du/0t,
0%u op
Prg =5 - 4.2)
ot Ox
V nadaljnjem bomo zanemarili viskoznost in toplotno prevodnost tekoc¢ine. Take tekocine imenu-
jemo idealne. V tem primeru velja, da sta stiskanje in razpenjanje tekocine, ki ju povzroca valovanje,
adiabatno. 1z definicije adiabatne stisljivosti tekoCine

1 [oV
- 4.3
Xs V(@P)S (4.3)
sledi dP = P = —L 4V Kjer je dV/V relativna sprememba ravnovesne prostornine S dz izbranega

xs V>
dela tekocinske plasti, ki jo povzroci valovanje (subskript .S v enacbi (4.3) oznacuje entropijo). 1z slike

4.2 je razvidno, da velja

dV _ Slu(z +da,t) —u(x,t) + dz] — Sdx _ S [(u(a?,t)+%d:c+--~)—u(x,t)} _Ou
|72 S dx S dx - Oz

Tako imamo

v

1> _ dv _ v
dt to’

U(F+U dt,t+dt)—v(Ft) _ 97 — - . . . « v V|
o = S 4 (V- V) ¥. Za oceno velikosti enega in drugega Clena zapis§imo ‘5} ~

kjer je to nihajni ¢as, ter |(¥- V) U] =~ %, kjer je A = cto valovna dolzina, c pa hitrost razsirjanja valovanja. Tako imamo
|(T- V) U] = & - ¢ < =, ker je v < c. Torej smemo zapisati @ ~ o,
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A

b

—Duxt)e—  —Bulxtdxt)4—

-.l:‘ $ ...

Y
V8
1
|
I.
1%
1
1
1
1
1
X
L
|

0 5% x+dx &

Slika 4.2: Zaradi zvo¢nega valovanja se prostornina .S dz izbrane mnozine teko¢ine spremeni v S[dz —
u(z,t) + u(z + dz, t)]

P=——=. (4.4)

Rezultat vstavimo v enacbo (4.2), kar nam da tako imenovano valovno enacbo, ki popisuje razsirjanje
zvocnega valovanja v teko¢ini vzdolz izbrane koordinatne osi,

0%u 5 0%u

— = = ; 4.5
ot2 ox?’ (4.5)
s ¢ smo oznacili hitrost razSirjanja zvo¢nega valovanja v tekoCini in je enaka
1
(e — (4.6)
PXS

Zaradi valovanja se ravnovesna prostornina izbrane plasti .S dx spreminja tako, kakor opisuje izraz S dx+
S dx (0u/0z), in posledi¢no se spremeni tudi gostota tekoCine od ravnovesne vrednosti p na vrednost
p + p. Ker pa se masa tekoCine v izbrani plasti ne spremeni, mora veljati

pSdx = (p+p)Sdx (1—1—22;)

in

- . Ou
0=p+(p+0) 5 -

Ce zanemarimo ¢len :5%;’ ki je majhen v primerjavi s preostalima ¢lenoma, imamo

. ou P
p= —P% -2 (4.7)
pri ¢emer smo upostevali tudi enacbi (4.4) in (4.6). S pomocjo enacbe (4.7) lahko valovno enacbo (4.5)
zapisemo Se na dva nacina, kot
P55 0%
o2~ a2
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in kot _ ~

0P , 9P

— = — .

ot? Ox?
Vse tri koli¢ine, u, p in P, ubogajo valovno enacbo. Zelo pogosto se namesto njih uporablja Se tako
imenovani hitrostni potencial ¢, na kar nas napeljuje enacba (4.1), ki jo zapiSemo v obliki

v oP

Por = oz

Ce zapiSemo hitrost kot gradient potenciala ¢,

o¢
= — 4.8
sledi _
0 (00N _ 0P
Pot\ox) ~ o’
in ¢e zamenjamo vrstni red odvajanja po ¢asu in po koordinati na levi strani enacbe, dobimo
0 0o
—|p=—+P) =0
] <p ot >
1z tega dobimo
_ o
P=—-p—. 4.9
P oy 4.9)
Ce enatbo (4.7) v obliki —pg—: = g odvajamo na €as in nato na levi strani zamenjamo vrstni red
odvajanja, sledi 3
0 (0Ou 1 0P
(=) === 4.10
”m(at) 2 ot (4.10)
Hitrost v = % izrazimo s pomocjo enacbe (4.8), tlatno spremembo P pa z enacbo (4.9) in vstavimo v
enacbo (4.10). Tako dobimo valovno enacbo za hitrostni potencial,
o , 9
— == .
ot2 Ox?

Torej imamo Stiri valovne koli¢ine ¢ = u, p, P in ¢ in za vsako velja valovna enacba v obliki

0 ¢

kjer je hitrost valovanja c v vseh primerih podana z enacbo (4.6).
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Primer 4.1:

Hitrost zvo¢nega valovanja je odvisna od adiabatne stisljivosti tekocine, ki je definirana z enacbo (4.3).
Izratunamo jo s preprostim odvajanjem iz enacbe stanja tekodéine v obliki V' = V (P, S), kjer je V pros-
tornina izbrane mnozine tekoCine, .S pa njena entropija. Vendar enacbo stanja poznamo najveckrat v ob-
liki V' = V(P,T), ki nam omogo¢a da neposredno in preprosto izratunamo tako imenovano izotermno
stisljivost tekoCine, ki je definirana z enac¢bo

1[0V
Xr ==y (8P>T : (4.12)

Iz enacbe stanja v obliki V' (P, S) sledi

ov ov
dv = <3P)5 dP + <85>P as .

Nadalje lahko iz enatbe V' = V (P, S) izrazimo entropijo kot funkcijo tlaka in prostornine S = S(P, V).
Zdaj podobno kakor zgoraj zapiSemo

08 08
dS =\ -5 dpP — | dV
(7). 7+ (),
in rezultat vstavimo v prejsnji izraz za dV'. Sledi

- (55), (v), v+ [Gr)* (55), (5) ) -

Ker je ocitno (g—s) p=1 / (g—‘é) p-» lahko gornji izraz prepiSemo v obliki

e (), (), () o

in imamo, oV ov oS
(57), = (%), (),

Potrebujemo Se (g—‘;) - Ki nastopa v izrazu za izotermno stisljivost. Iz enacbe stanja v obliki V' = V(P,T)

sledi podobno kakor v prejSnjem primeru

ov ov
dv = (8P>T dP + (8T>P T .

Nadalje, iz enacbe stanja izrazimo T' = T'(V, P), kar nam da

oT oT
T=|= — P
a (aV>pdV+ (8P>v !

in to vstavimo v prejs$nji izraz za dV. Sledi

o= (35), ), {35), -39, ), o= (3, 3, (),

(5r), =~ (), (55),
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Ce zdaj enacbo (4.3) delimo z enacbo (4.12), dobimo
Xxs _ (0V/OP)s _ (0V/0S)p(0S/0P)yv _ (95/0P)y (0P/0T)v) _ (95/0T)v

Xt (@V/oP)r  (9V/OT)p (9TJOP)y, . (9S/OV)p (OV/OT)r  (9S/0T)p

Iz termodinamske zveze d@) = T'dS in definicije specifi¢nih toplot cp in ¢y nadalje sledi

875 _ 1 mey dl mey
orT ViT dT T 7

@ _l mepdl'\  mcp
or), T ar ) T

kjer je m masa tekocCine v izbrani prostornini V. Tako imamo

Xs _cv 1

xr cp v
Adiabatno stisljivost teko¢ine izraunamo tako, da iz enacbe stanja v obliki V' = V(P,T) z odvajanjem

dolo¢imo izotermno stisljivost in dobljeni rezultat delimo z razmerjem specificnih toplot.

Za vecino trdnih snovi in kapljevin, razen redkih izjem, velja cp = cy, tako da je xs = xr = X.
Stisljivost kapljevin je reda velikosti 1072 m? /N, kar nam da za oceno hitrosti zvo¢nega valovanja v

kapljevinah
1 1 / /
cr = L[ PH20 103ms!- PHz0
VPX  \/PH0X P P

V plinih je cp > cy in za idealne pline velja cp — ¢y = R/M, kjer je R splosna plinska konstanta, M
pa kilomolska masa plina. Za idealne pline imamo tako

M
yor o RM
cy cy

Za zrak na primer je cy = %% in v = 1,4. Za vse idealne pline je izotermna stisljivost enaka in jo z

lahkoto izracunamo s pomocjo plinske enacbe ali pa s pomocjo Boylovega zakona. Vzemimo plinsko

enacbo in jo zapis§imo v obliki V = V(T, P) = T?V[Rg . Izotermno stisljivost izracunamo po enacbi (4.12)

kot

__1 (VN _1mRT 1
Xr="vyv\eP),  VvMP® P

1 Y v P /IvyRT
C = = = _— = —_ ,
vexs  \ pxr p M
kjer M pri plinski meSanici pomeni povpre¢no kilomolsko maso. Za zrak na primer je M = M ~ 29kg.

Tako imamo
1,4-8314JK-1.273K
Czrak (0°C) = \/ 29kg =331 m/s :

Za idealne pline torej velja
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V primerjavi s teko¢inami se v trdnih snoveh lahko razsirja longitudinalno in tudi transverzalno
valovanje, vendar z razli¢nimi hitrostmi. V izotropnih snoveh je hitrost razsirjanja valovanja odvisna
le od elasticnega modula F, Poissonovega Stevila p in gostote snovi p. Pri valovanju, ki se razsirja v
smeri osi x, imamo tako longitudinalno valovanje, pri katerem delci snovi nihajo v smeri razSirjanja
valovanja, ter dvojico neodvisnih transverzalnih valovanj, pri katerih delci nihajo pravokotno glede na
smer raz§irjanja valovanja (na primer v smeri y in z). Hitrost longitudinalnega zvo¢nega valovanja ¢; je

enaka
_|E (1—p)
Cl‘\/p'uw)(l—mw 19

hitrost transverzalnega valovanja pa je

E 1 G
== =4/,
! p2(14p) p

kjer je G = 2(17% strizni modul snovi. Ker velja 0 < p < 1/2, sledi
2(1—p)
CQL=C\| ——— > ¢ V2.
(1 —2p)

Ce se valovanje razsirja vzdolz homogene palice s konstantnim presekom in katere precne razseznosti so
majhne v primerjavi z valovno dolzino, preprost racun z uporabo 2. Newtonovega zakona in Hookovega
zakona pokaze, da je hitrost longitudinalnega valovanja v tem primeru enaka

& = \/E (4.14)
P

Hitrost longitudinalnega valovanja v tanki palici je manjs$a kakor v neomejeni homogeni elasti¢ni snovi.
Iz enacb (4.13) in (4.14) namrec sledi

c=q (1—#) = 1_7'u>5l
(L4 p) (1 —2p) V1—p—2p2

To je zato, ker smo pri tanki palici po tihem privzeli, da je ob straneh neobremenjena, tako da se lahko pri
razsirjanju longitudinalnega valovanja posamezni deli palice v precni smeri neovirano kr¢ijo in raztezajo
in pri tem ne vplivajo na hkratno kréenje in raztezanje palice v vzdolzni smeri. Longitudinalno valovanje
v tanki palici, ki ob straneh ni obremenjena, predstavlja torej razsirjanje zgosCin in razred¢in vzdolz
palice in to razsirjanje je v skladu z definicijo elasticnega modula E neodvisno od Poissonovega Stevila

L.

Resitve valovne enacbe (4.11) razdelimo v dve skupini glede na to, kako nihajo pri danem valovanju
posamezni deli tekoCine eden glede na drugega. Na ta nacin razlo¢imo tako imenovana ravna potujoca
valovanja, ko razli¢ni deli tekoCine nihajo enako, vendar ne hkrati, in pa stojeca valovanja, ko posamezni
deli tekocine nihajo okrog svojih ravnovesnih leg istocasno, vendar z razli¢nimi amplitudami.
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Preglednica 4.1: Elasti¢ni modul in Poissonovo §tevilo ter hitrost zvoka v nekaterih snoveh

Snov E p & =+E/p U
(10°N/m?) | (kg/m?) (m/s)
aluminij 71,6 2700 5150 0,34
medenina 95 8500 3340 0,33
baker 125 8900 3750 0,35
svinec 16,5 11300 1210 0,43
magnezij 43 1740 4970 0,29
nikelj 205 8900 4800 0,30
jeklo 207 7800 5150 0,29
cink 13,1 7130 1350 0,33
beton 19,6 1700 3400 0,1 -0,15
opeka 16,2 1800 3000
steklo 67,6 2500 5200
steklo (Pyrex) 62 2300 5200 0,24
pleksi steklo 3,7 1150 1800
hrast 11,2 770 3814 0,15
trda guma 23 950 1560 0,4
granit 48,3 2690 4240 0,28
marmor 55,2 2800 4440 0,26

i) Ravno potujoce valovanje
Splosna resitev valovne enacbe ima v tem primeru obliko

Y(x,t) = fx L ct) .

Velja namreé (f = df E=x+ct),

-4,
82/17[} 1
o =1
%Y
e

Ko ta izraza vstavimo v valovno enacbo (4.11), je enacbi identi¢no zadoSceno za poljubno gladko funk-
cijo f. Naj bo f(x) neka funkcija, ki ima maksimum pri z = ¢ (slika 4.3a). Funkcija f(x + ct) ima
pri t = 0 maksimum prav tako pri x = xg, prit # Opapriz + ct = xgaliz = xg £ ct. V Casut se je
vrh funkcije premaknil s hitrostjo ¢ za +=ct v smeri pozitivne oziroma negativne osi z (slika 4.3b). Zato
pravimo, da taka resitev valovne enacbe pomeni potujoci val. Celotna funkcija potuje v nespremenjeni
obliki v eno ali drugo smer vzdolz osi z s hitrostjo ¢, ki jo zato imenujemo hitrost razsirjanja valovanja.
Funkcija f(x — ct) predstavlja val, ki se $iri v smeri pozitivne osi, funkcija f(x + ct) pa val, ki se $iri
v smeri negativne osi x. Valovanje se imenuje ravno zato, ker lezijo tocke, v katerih ima faza valovanja
x + ct v danem trenutku enako vrednost na ravninah, ki so pravokotne na smer razsirjanja valovanja.
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a) f (x A
5 : =
xl)
b faezey}
)
! I i
| I |
A L\ A R
X,-ct 0 X, Xy tct *

Slika 4.3: Potujoce valovanje

Zelo pomemben primer potujocega valovanja je harmoni¢no potujoce valovanje (slika 4.4a,b), ki ga
obicajno zapiSemo v obliki

Y(x,t) = Asink(ct+z)=Asin(wt+kx) . (4.15)
:izZ/e t :;22/8 t
< £= /A < t=t)4 -
3 T 3
X X
a) b)

Slika 4.4: Harmoni¢no potujoce valovanje a) u(z,t) = A sin(wt — kx),b) u(z,t) = A sin(wt + kx).

Namesto sinusne funkcije bi brez skode lahko zapisali tudi kosinusno funkcijo. Konstanta A se
imenuje amplituda valovanja. Ce izberemo dano plast teko&ine (v izrazu (4.15), izberemo = = const),
opazimo, da niha okrog ravnovesne lege z amplitudo A. Konstanto k, ki smo jo vpeljali v enacbi (4.15)
zato, da je argument sinusa brezdimenzijsko Stevilo, izberemo tako, da velja

2m
=
kjer je A valovna dolzina valovanja in je definirana kot najkraj$a razdalja med dvema tockama v tekocCini,
ki imata v danem trenutku enak odmik od ravnovesne lege in se gibljeta z enako hitrostjo v enaki smeri.

k (4.16)
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V matematicni obliki to zapiSemo
¢((L‘,t) - w(iﬁ + Avt) )
in
Dp(w,t) Oz +\1)

ot ot

Podobno je definirana krozna frekvenca valovanja w,

_27T

w="" 4.17)
to

kjer je to nihajni ¢as in je definiran podobno kakor valovna dolzina. To je najkrajsi ¢asovni interval med
dvema zaporednima trenutkoma, v katerih ima izbrani del tekocine enak odmik od ravnovesne lege in se
giblje z enako hitrostjo v enaki smeri. To je,

@Z)(% t) = ¢(m7t + tO) )
oY(x,t)  OY(x,t+to)

ot ot

Frekvenca valovanja je definirana tako kakor pri nihanju, to je

1
y—= (4.18)
to
1z izraza (4.15) razberemo, da velja
ke=w (4.19)
in ¢e upostevamo Se enacbe (4.16), (4.17) in (4.18), sledi
2 2
Tﬂ c= t—:: =27V,
kar nam da c
vV = X .

ii) Stojece valovanje

V neomejeni tekocini se potujoCe valovanje lahko razsirja s poljubno frekvenco w. To pa ne velja,
¢e se valovanje razsirja po tekocCini, ki zapolnjuje omejen prostor. Valovna enacba je seveda enaka v
enem in drugem primeru, razlika nastopi ob stenah prostora, kjer je gibanje tekoCine omejeno. V tem
primeru moramo valovno enacbo dopolniti s tako imenovanimi robnimi pogoji, ki natan¢no opredeljujejo
dopustno obliko gibanja tekoCine ob robu prostora. Resitve valovne enacbe v tem primeru predstavljajo
stojece valovanje in jih obiCajno imenujemo, podobno kakor pri nihanju napete vrvi, lastna nihanja
tekocCine. Krozne frekvence, s katerimi tekoCinski delci nihajo okrog ravnovesnih leg, dolo¢ajo robni
pogoji in jih imenujemo lastne ali karakteristicne frekvence. Lastne frekvence so odvisne od oblike in
velikosti prostora, ki ga zapolnjuje teko¢ina. Stevilo lastnih frekvenc je zaradi predpostavke o zveznosti
tekoCine neomejeno, podobno kakor pri napeti vrvi. Dolo¢imo jih tako, da poisc¢emo tiste resitve valovne
enacbe, ki zados¢ajo robnim pogojem.



4.1 Valovna enacba in hitrost zvoka 121

Pri lastnem nihanju tekocine nihajo tekocinski delci tako, kakor pri lastnem nihanju nihajo posamezni
deli sestavljenega nihala. Vsi deli nihajo z enako frekvenco in gredo hkrati skozi ravnovesne lege. To
je, vsi deli nihajo z enako fazo. Nihanje posameznih tekoCinskih delcev se razlikuje le po amplitudi.

Izberimo valovno enacbo v obliki
0%u 5 0%u

T o2
ot2 ox?’

kjer u predstavlja pomike posameznih tekoc€inskih plasti glede na ravnovesne lege. V skladu s tem, kar

smo povedali zgoraj, iSCemo resitev valovne enacbe v obliki

u(z,t) = f(x) cos(wt —9) . (4.20)

Nastavek nesemo v valovno enac¢bo in dobimo
-5+ —5f=0. (4.21)

Kot primer si oglejmo stojece valovanje v cevi z dolzino L, ki je na konceh zaprta in lezi vzdolz
koordinatne osi x. V skladu z enacbo (4.19) oznac¢imo w/c = k in resitev enacbe (4.21) zapiSemo v oliki

f(x) =asinkz + b coskx . (4.22)

Koordinatno izhodi$¢e postavimo na levi konec cevi, tako da veljajo robni pogoji
u(zr =0,t) =u(x =L, t) =0,
ker so pomiki tekocine ob togi steni prepovedani. Sledi b = 0 in
sinkL=0—-kL=nw, n=1,2,3,---,00.

Lastna nihanja tako zapiSemo v obliki

Un(x,t) = ay sin (n% ZL') cos (wt —dy) . (4.23)
Ustrezne lastne frekvence so
wy,  cky nrt/L ¢ c

T or T 2r

or 2L An
Ce nas zanima nihanje tlaka, ga dolo¢imo s pomog&jo enacbe (4.7), kar nam da

; 2 Du(, 1

nm

= —pCWy Gy COS (T x) cos (wt —dy) . (4.24)

Iz resitve (4.23) Se razberemo, da so odmiki tekoCinskih plasti glede na ravnovesno lego ves Cas
enaki ni¢ v tockah x = m(L/n), m = 0,1,2,3---. Ker plasti tekoCine v teh legah ves ¢as mirujejo,
te lege imenujemo voz/i stojeCega valovanja, podobno kakor pri valovanju na napeti vrvi. V vmesnih
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legah x = (2m + 1)(L/2n) pa je amplituda odmikov najvecja, zato te lege imenujemo Arbti stojeCega
valovanja. Izraz (4.24) pa nam pove, da so hrbti tlaka tam, kjer so vozli pomikov in nasprotno.

Stojece valovanje lepo prikazemo s Kundtovo cevjo (slika 4.5). Zvo¢no valovanje v cevi ustvarimo z
zvocnikom, ki ga pritrdimo na en konec cevi. Frekvenco zvoka, ki ga oddaja zvocnik, izberemo tako, da
je enaka eni od lastnih frekvenc plina v cevi, pri Cemer velja L = n \,, /2. Nihanje plina v cevi je namre¢
najmoénejse tedaj, ko je nihanje membrane zvoénika v resonanci z nihanjem plina v cevi. Ce vzdolz
cevi v plas¢ izvrtamo v enakomernih razmikih drobne luknjice in cev napolnimo namesto z zrakom z
gorilnim plinom, lahko ponazorimo stojece valovanje s plamencki plina, ki izteka iz cevi skozi luknjice.
Plamencki so najvecji tam, kjer so hrbti tlaka.

{\I\n...nl\l\l\n...nf\ AI\A...AI\ /\I\n‘..nf\ﬂ

A\/‘
u,(x,t)
FREKV.
000
tonski
generator

Slika 4.5: Kundtova cev. Tonski generator doloca frekvenco zvoka, ki ga oddaja zvo¢nik. V primeru
na sliki ima ton frekvenco v4 = )\—‘34 = TCM = % Krivulja na sliki predstavlja odmik plinskih plasti v
odvisnosti od kraja v trenutku, ko je odmik najvecji.

Primer 4.2:

Ravno potujoée valovanje, ki se razsirja vzdolz osi x, lahko zapisemo v obliki u(z,t) = f(z — ct). Ce
definiramo enotski vektor 77, ki kaze v smeri pozitivne osi z, lahko prej$nji izraz zapiSemo v obliki, ki ni
odvisna od izbire koordinatnega sistema:

@7 t) =i f(i -7 — ct) . (4.25)

Ker je skalarni produkt dveh vektorjev neodvisen od izbire koordinatnega sistema, smemo koordinatni si-
stem zasukati tako, da ima vektor 77 v novem koordinatnem sistemu komponente (n, n,, n.), ki zadoscajo
enacbi

n? + ni +n?=1.
Lahko re¢emo, da predstavlja izraz (4.25) ravno potujoce valovanje, ki se razsirja v smeri vektorja 7. Pre-
prost racun pokaze, da (4.25) zadoSca valovni enacbi v obliki

22 22 922 92
au_02<8u 0°u (’9u> (4.26)

— =25 +75+
ot? oxr?  0y? 022
Ce imamo ravno harmoni¢no valovanje, ki se razsirja v smeri enotskega vektorja i, ga zapisemo v obliki

@(Ft) = Afi sin(wt — k- 7) | (4.27)
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kjer smo definirali valovni vektor k= ki = Tﬂ 7i. Enacba (4.26) predstavlja valovno enacbo v treh
dimenzijah. Harmoni¢na potujoca valovanja so zelo pomembna, ker lahko s sestavljanjem takih valovanj
z razliCnimi valovnimi vektorji sestavimo poljubno valovanje. Vsota harmoni¢nih valovanj se imenuje
Fourierjeva vrsta in posamezni ¢leni te vsote predstavljajo tako imenovane Fourierjeve komponente danega
valovanja.

Valovno enacbo v treh dimenzijah za katero koli od valovnih koli¢in lahko utemeljimo s preprosto
posplositvijo rezultatov, ki smo jih izpeljali za valovanje, ki se razsirja vzdolz koordinatne osi x. Tako
imamo

ov opP ov

pa o pc?t =-VP, (4.28)

kjer je V = i ax +52 8y + k: ~ tako imenovani gradient ali operator nabla v kartezi¢nih koordinatah.
Nadalje naredimo zamenjave

- 1 - 1
po_ Lo s lg.og (4.29)
xs Ox Xs
. ou
pz—wgfﬁpz—wv u,
=% 5=V
Valovno ena&bo za katero koli od valovnih koli¢in ¢ € @, p, P, ¢ zapiSemo v treh dimenzijah kot
0%
52 =AY,

kjerje A=V -V = (%2 + 6y2 + a Laplaceov operator v kartezi¢nih koordinatah.

Primer 4.3: Doloci lastne frekvence in lastna nihanja zraka v kvadru s stranicami a, b, h (slika 4.6)!

Resitev: Nalogo najlazje reSimo, ¢e uporabimo valovno enacbo za tlak ali hitrostni potencial. Vzemimo enacbo za

tlak,
2P -
2 = AP .

Resitev zapiSemo v obliki
P(.’E, yvzvt) = f($7y, Z) COS(Wt - 5)
in
[y, 2) = X(2)Y(y) Z(2) .
Nastavek nesemo v valovno enacbo in dobimo (k = w/c)
d’X A’y d*Z

2
Y X e XY S+ XY 2 =0,
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Slika 4.6: Lastna nihanja zraka v kvadru s stranicami a, b, h. Obliko reSitev doloCajo robni pogoji na
stenah kvadra: zracne plasti tik ob stenah mirujejo.

Ce enatbo delimoz XY Z , dobimo

1d?X 14y 1d°Z 5
=5t 5+ 555 =—k".
X de2 Y dy?  Z dz?
1z zadnje enacbe sledi, da so kvocienti na levi strani konstante, ki jih ozna¢imo z —k2, ka in —k2, tako da
velja

ki 4k +k =k =—

in

Resitve zapiSemo tako kakor v enacbi (4.22). Ker je hitrost zra¢nih plasti tik ob stenah v smeri pravokotno
nanje enaka ni¢, robne pogoje zapiSemo takole:

ve(z = 0,y,2,t) = va(r = a,y,2,t) =

Vg
vy(z,y =0,2,t) = vy(z,y =b,2,t)

0,
0,
vz(xaywz = Oat) :vz(:c,y,z = hat) 0.

Iz drugega Newtonovega zakona v obliki (4.28), pai = —VP, sledi

op op v
v = — =0,¢(=¢ y inL=
¢ £=0 e &=L z

> o e

Resitve za X, Y in Z zapiSemo v obliki (4.22), tako da imamo na primer

X =Asink,xr + B cosk, x
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in

opP
B = (Aky coskyx — By sink,x) |z=0,0Y (y) Z(2) cos(wt —§) =0,
z=0,a
karnamda A = O insink,a = O ali k, = m7/a, kjerjem = 1,2,3,---. Ce uporabimo e druga dva

robna pogoja, sledi

S
S
=[3

ter

~ mm nm pT
Prnp(z,y,2,t) = Cpypp cOS (73:) cos (731) cos (Fz> €08 (Wimnp t — Omnp) -

Primer s Kundtovo cevjo kakor tudi rezultat gornje naloge kazeta, da je najniZja lastna frekvenca v splosnem
reda velikosti wy,:n, & ¢/ L, Kjer je L znatilna linearna razseznost prostora, ki ga zapolnjuje teko¢ina.

4.2 Energija zvo¢nega valovanja in jakost zvoka

Ko se valovanje razsirja po snovi, nosi energijo, ki jo imenujemo energija valovanja. Sestavljena je iz
kineti¢ne energije nihajocih delov tekocCine in sprememb notranje energije, ki so posledica spreminjanja
gostote in temperature snovi. Da se bomo izognili razpravi o spremembah notranje energije tekocine, ki
jo povzroca valovanje, se bomo omejili le na povprecno vrednost energije valovanja v dani prostornini
tekocine. Energija valovanja na enoto prostornine ali gostota zvocne energije je definirana kot

W

e

in jo obicajno izrazamo [w] = J/m3. Povpreéna vrednost gostote zvocne energije &ez en nihajni &as ali
eno valovno dolzino, ko imamo opravka z ravnim harmoni¢nim potujo¢im valovanjem, je

1 [t+o 1 [T

W= — w(x,t)dt:/ w(z,t)dx .
o Ji A T

Dolo¢imo energijo stojeCega valovanja v Kundtovi cevi z dolzino L in pre¢nim presekom .S, ki je na
obeh straneh zaprta. Stojece valovanje naj ima obliko (4.23),

u(z,t) = 2a sin (%x) sinwt , (4.30)

kjer je n neko poljubno pozitivno celo Stevilo. Iz zakona o ohranitvi energije sledi, da je energija
stojecega valovanja v cevi, kot ga opisuje izraz (4.30), stalna in jo zato lahko izratunamo v poljubnem
trenutku. V trenutku ¢ = 0, na primer, so odmiki vseh plasti enaki ni¢, gostota tekocCine je konstantna in
enaka ravnovesni vrednosti po celotni cevi (p = 0). Celotna energija valovanja je nakopicena v obliki
kineti¢ne energije zracnih plasti. Hitrost tanke plasti na mestu x in v trenutku ¢ je enaka

ou . (nT
v(z,t) = — = 2aw sin (va> coswt

ot
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in
nm
v(z,0) =2aw sin <Tx) .

Kineti¢na energija tanke plasti teko¢ine z debelino dz in pre¢nim presekom S je

1
dWg = dW = idmvz(aﬁ,O) =2pSdxa®w? sin’ (%x) .

Celotna energija valovanja, nakopicena v cevi, je enaka
L nm
W = 2pa2w25/ sin? <7x> dr =pa>WP?SL=wSL.
0
Torej je povprecna vrednost gostote zvocne energije v cevi

1 1
@:pa2w2:§pa2w2+§pa2w2. 4.31)
Stojece valovanje (4.30) pa lahko zapiSemo tudi kot sestav dveh enakih ravnih harmoni¢nih potujocih
valovanj, ki se Sirita v nasprotnih smereh. To je,

u(z,t) = 2a sinkx sinwt = a cos(wt — kx) + (—a) cos(wt + kz) ,

kjer smo oznacili k = n /L. Ker se pri sestavljanju ali interferenci valovanj energija ohranja in se samo
prerazporedi po prostoru, sledi, da je gostota povprecne energije stojeCega valovanja enaka vsoti gostot
povpre¢nih energij harmoni¢nih potujocih valovanj. Ker sta ti dve valovanji enaki, razlikujeta se le po
smeri razsirjanja, sklenemo na podlagi enacbe (4.31), da je gostota povprecne energije harmoni¢nega
potujocega valovanja z amplitudo a in krozno frekvenco w enaka
w = % p a?w? .

Ta rezultat je pomemben, ker se bomo v nadaljevanju ukvarjali predvsem s harmoni¢nimi valovanji.

Energijski ali zvocni tok P skozi ravno ploskev S, ki je pravokotna na smer razirjanja ravnega
harmoni¢nega valovanja, je definiran kot povpre¢na mnozina valovne energije, ki jo valovanje prenese
skozi S v ¢asovni enoti. 1z slike 4.7 je razvidno, da velja

— dW Secdtw 1
P=_" — _ _ Qo 2,2 .
T 7 —SwC—SQpawc

Gostota energijskega ali zvocnega toka j je mnoZzina prenesene zvoéne energije na enoto ploskve S,

torej imamo
- 1
J=wcec= QpaQwQC.

Enoti za eno in drugo koli¢ino sta [P] = W in [j] = W/m?.
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v

gt ot e ot

1 >

xtedt

Slika 4.7: V Casu t je valovno Celo pri x. V naslednjem ¢asovnem intervalu dt se valovno celo premakne
za cdt.

Jakost zvocnega valovanja ali na kratko jakost zvoka I je definirana kot povprecna vrednost zvocne
energije, ki jo valovanje prenese v ¢asovni enoti skozi enoto ploskve, ki je pravokotna na smer razsirjanja
valovanja. Tako imamo pri ravnem potujo¢em harmoni¢nem valovanju

-~ 1
I=j= ipa2w2c. (4.32)

Ce imamo harmoni¢no potujoce valovanje,
u = a sin(wt — kx) ,

lahko dolo¢imo ustrezno nihanje tlaka s pomocjo enacbe (4.4). Sledi

- 0
P = —ch—u = pcaw cos(wt — kx) ,

ox

kjer smo upostevali §e enacbi (4.6) in (4.19). Ozna¢imo amplitudo nihanja tlaka s Py, pa imamo

Py=pcaw .
Jakost zvoka lahko izrazimo tudi s pomocjo amplitude tlaka,

PQ
I=_-9. (4.33)
2pc
Ker je % ftt+t0 cos?(wt — kz)dt = 5 ff“‘ cos?(wt — kz) dz = 3, lahko izraz za jakost zvoka v obliki
(4.32) in (4.33) zapiSemo tudi takole:

. p2
I:p’UQsz , (4.34)
pe

kjer je v = Ou/0t = aw cos(wt — kx). Iz same definicije je razvidno, da jakost zvoka izrazamo v
W /m?. Clovek pri obi¢ajnem govoru oddaja vsako sekundo priblizno 10~ J energije v obliki zvo¢nega
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valovanja. Ce torej vzamemo, da je presek ustne odprtine med govorom priblizno 10 cm?, je jakost
zvoka, ki ga oddaja ¢lovek, I = 107°W/10cm? = 1072 W/m?. Kolik3na je ta jakost, se lahko
prepri¢amo tako, da uho prislonimo na en konec kratke cevi s preénim presekom 10 cm?, na drugem
koncu pa nekdo govori v cev. Ce ¢lovek na drugem koncu zavpije na ves glas, je jakost nastalega zvoka
priblizno 100-krat ve&ja. Zvok z jakostjo 1 W/m? je Ze na meji bolecine, zato bomo to jakost oznagili
kot najve&jo dopustno jakost zvoka. Torej I,,., = 1 W/m?. Najmanjsa jakost zvoka, ki ga normalno
¢lovesko uho $e zazna, je odvisna od frekvence zvoka. Pri frekvenci 102 Hz je to I, = 10712 W / m?.

Primer 4.4: Koliksna je amplituda nihanja tlaka pri najvelji dopustni jakosti zvoka I,q.? Gostota
zraka pri tlaku 1bar in temperaturi 20°C je 1,204kg/m3, hitrost zvoka pri tej temperaturi pa je
343 m/s.

Resitev: 1z enacbe (4.33) dobimo,

Py=/2pclne =1/2-1,204kgm=3-343ms~1 - 1Wm—2 ~ 3-10"*bar = 30N/m? .
Za toliko se poveca tlak v vodi na globini

30Nm~—2

h =
103kgm=3-9,81 ms~1!

~3mm .

Primer 4.5: Doloc¢i amplitudo nihanja zracnih plasti glede na ravnovesno lego pri jakosti zvoka Ipqz
in pri frekvenci v = 103 s~ Ponovi racun Se za prag slisnosti, to je za I, .

Resitev: Do odgovora pridemo s pomocjo enacbe (4.32). Sledi

2 I’m,aaf 2Wm—2 _5
Umar = = - ~107°m .
pdr22c 1,204 kgm=3 - 472106582 - 343 ms~!

Ker je Iyin = 10712 Ihas, sledi @pmin = 1076 a0, = 1071 m ali istega reda velikosti kakor premer
vodikovega atoma.

Da ¢lovesko uho zazna zvok, ni dovolj le zadostna jakost, ampak je pomembna tudi frekvenca zvoka.
Normalno ¢lovesko uho zaznava zvo¢no valovanje le na sorazmerno ozkem frekvencnem intervalu, in
sicer priblizno 20 Hz < v < 20kHz. Zvocna valovanja s frekvencami na tem intervalu imenujemo s/isni
zvok. Zvoc¢na valovanja s frekvencami v < 20 Hz imenujemo infrazvok, s frekvencami v > 20 kHz pa
ultrazvok. Veliko zivali zaznava zvok na SirSem frekvencnem intervalu kakor clovek. Netopirji na primer
zaznavajo zvocna valovanja s frekvencami celo do 100 kHz.

Izkusnje kazejo, da obcutek glasnosti zvoka ni sorazmeren z jakostjo zvoka, ampak z logaritmom
jakosti. Uho kot sprejemnik zvoka ima torej logaritemsko skalo. V ta namen so v akustiki vpeljali
koli¢ino, ki uposteva to lastnost ¢loveskega usesa in so definirali tako imenovano raven zvocne jakosti L,

I

L =10 log ( ) . (4.35)
Imm

Enota, s katero obi¢ajno opredelimo raven zvocne jakosti, se imenuje decibel in jo oznacujemo z dB.

Tako je na primer raven zvoéne jakosti pri obiajnem govoru z jakostjo zvoka 1072 W /m? enaka L =

10 1og(1072/10712) = 10 log 10'° = 100 dB.
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Primer 4.6: Koliksna je raven zvocne jakosti dveh nekoherentnih zvocil, ¢e vsako od njih oddaja zvok z

Jjakostjo Iy = 10~* W /m?? Nekoherentna zvocila so taka, pri katerih je jakost nastalega zvoka enaka
vsoti zvocnih jakosti posameznih zvoCil.

Resitev: Raven vsakega zvocila posebe;j je v skladu z enacbo (4.35) enaka L; = 10 log ( L ) =10 log (10—_> =

4
Linin 10-12

80 dB. Raven obeh zvocil skupaj pa je:

27 I
L:lOlog(I 1)210105;([1 >+1010g2:80dB+3dB:83dB.

min min

Ce s pomod¢jo izraza za L, izrazimo ~— = 10%1/10, lahko prejinji izraz za L zapiSemo $e tako:

[m,in

L =10 log (2 : 10L1/10> .

Primer 4.7: Majhno zvocilo oddaja zvok enakomerno v vseh smereh ( slika 4.8). Doloci, kako se raven
zvoka spreminja z oddaljenostjo od zvocila!

Resitev: V koordinatnem izhodis¢u je zvocilo. Ce zanemarimo absorpcijo zvoka v zraku, je mnozina zvo¢ne energije,
ki jo valovanje prenese skozi povrsino krogle s polmerom r, neodvisna od polmera krogle pri pogoju, da je
r > \. Tako imamo

jamr® = I(r)4n r? = const
in
I(r)dnr? = I(ry) 4nr? |
kar nam da

I(r) =1I(r) % . (4.36)

Slika 4.8: Krogelno valovanje: ¢rtkani koncentricni krogi predstavljajo valovne fronte. Valovni fronti, ki
se v fazah razlikujeta za 2 7, sta razmaknjeni za valovno dolzino.
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Uporabimo enacbo (4.35), pa imamo

I I 2
L =10 log (1@) =10 log (Im) . T;) = L(r1) — 20 log (7“) _
min min T T1

Ce se razdalja od zvo¢ila poveca za dvakrat (r = 271), se jakost zvoka zmanjsa za §tirikrat, raven zvoéne
jakosti pa se zmanjsa za 20 log 2 = 6 dB.

Zvocno valovanje, ki ga oddaja zvocilo enakomerno v vseh smereh, imenujemo krogelno valovanje (slika
4.8). Tocke, v katerih ima faza valovanja v danem trenutku enako vrednost, lezijo namre¢ na koncentri¢nih
kroglah. Povrsini vsake take krogle ustreza dolo¢ena vrednost faze. Ce je 7 > A, lahko krogelno valovanje
obravnavamo kot ravno potujoée valovanje, ki se razsirja v radialni smeri. Ce vzamemo kot valovno koli&ino
na primer zvo¢ni tlak P (7, t), lahko v skladu z enacbo (4.27) tako krogelno valovanje zapiSemo v obliki

P(7,t) = Py(r) sin(wt — kr) ,

kjer smo ze predvideli, da se amplituda nihanja tlaka spreminja z oddaljenostjo od zvocila. Kaksna je ta
odvisnost, lahko ugotovimo s pomoc¢jo (4.36) in izraza za jakost zvoka (4.33), ki velja tudi za krogelno
valovanje pri pogoju r > \. Enacbo (4.36) prepisSemo v obliki

Pi(r) _ Fg(r) 1%

2pc 2pc 12

in
- - r

Py(r) = Py(ry) - 71 .
Spreminjanje tlaka pri krogelnem valovanju ima tedaj obliko

- - sin(wt — kr)

]D(T'7 t) = Po(’f'l) . (437)

r
T1

Odboj in lom zvocnega valovanja

Na meji dveh sredstev se del vpadnega valovanja odbije, preostali del pa se razsiri v drugo sredstvo.
Valovanje v prvem sredstvu je tako sestavljeno iz vpadnega in odbitega valovanja, v drugem sredstvu
pa obstaja samo prepusceno valovanje. Smer razsirjanja prepuscenega valovanja je v splosnem razlicna
od smeri vpadnega valovanja, zato reCemo, da se valovanje na meji dveh sredstev lomi. Prepusceno
valovanje obicajno imenujemo lomljeno valovanje. KolikSen del valovanja se odbije in koliksen prepusti,
dolo¢imo s pomocjo mejnih pogojev, ki jim morajo na meji obeh sredstev zadoscati vsa tri valovanja.

Predpostavimo, da je mejna povrsina ravna ploskev, ki sovpada z ravnino y — z ustrezno izbranega

koordinatnega sistema. Koordinatna os x je pravokotna na mejno ravnino in je usmerjena tako, da sred-
stvo 1 zapolnjuje polprostor z < 0, polprostor x > 0 pa zapolnjuje sredstvo 2 (slika 4.9). Vpadno
valovanje, ki se razSirja iz sredstva 1 proti sredstvu 2, naj bo ravno harmonic¢no valovanje,

—

k -
U = Ay k—i sin(wt — ky - 7) ,
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k, M 1?;
©)
Al
0,10/
M=wm=v

v

N
k,

X
v

Slika 4.9: Vpadno, odbito in prepusceno valovanje na meji sredstev 1 in 2

z valovnim vektorjem

-

ki = cﬂ (cosfy,sinfy,0) . (4.38)
1

01 je kot, ki ga valovni vektor vpadnega valovanja oklepa z osjo z. V enacbi (4.38) smo vzeli, da lezi
valovni vektor vpadnega valovanja v ravnini « — y. Hitrosti c¢; in ¢y sta hitrosti Valovanja Vv prvem in
drugem sredstvu. Valovna vektorja odbitega in prepuscenega valovanja ozna¢imo s k1 in k. Kerj je
mejna povrsina ravna in ker se frekvenca nihanja tekocinskih delcev pri odboju in lomu valovanja ne
spremeni, sta tudi prepus¢eno in odbito valovanje ravni harmoni¢ni valovanji s frekvenco w. Iz same
simetrije problema je ocitno, da so vse tocke v mejni ravnini y — z enakovredne. V matematicni obliki
to zapiSemo kot:

(Wt — k1 - 7)|po = (wt — Ky - P)|gmo = (Wt — kg - 7)|a—0

Ce oznatimo kartezi¢ne komponente valovnih vektorjev s k14, k14, k1., itd., lahko gornje enacbe prepiSemo
v obliki

kg y + ke 2 = ki, y + by, 2 = koyy + koz 2 . (4.39)

Ker morajo enakosti (4.39) veljati za vse vrednosti y in z na mejni ravnini, sledi

ky = ki, = kay | (4.40)

ki, = ky, = ko . (4.41)
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Nadalje, ker je k1, = 0, sledi iz (4.41) kllz = ko, = 0, ali z drugimi besedami, vsi trije valovni vektor;ji
lezijo v ravnini z — y. Valovna vektorja odbitega in prepuscenega valovanja tako zapiSemo kot
ky = £(— cosfy,sin6y,0) |

C1

—

ko = ﬂ(cosﬁg,sian,O) ,
C2

kjer je 9’1 kot, ki ga oklepa valovni vektor odbitega valovanja z osjo x, 02 pa kot, ki ga oklepa valovni
vektor prepuscenega valovanja z osjo x. Iz enacbe (4.40) sledi odbojni zakon

0, =0, ,

in lomni zakon,
sinf;  sinfs

c1 Co
Vpadno, odbito in prepusceno valovanje tako zapiSemo,

—

U = Ay il sin [wt — g(ac cos 61 + y sin 91)} , (4.42)
/ﬁ C1
- ’ E/l . w .
U, = A} — sin |wt — —(—x cosby +y sinby)| (4.43)
ky 1
3} ko w :
Uy = Ag — sin |wt — —(z cosfy + y sinby)| . (4.44)
ko 2

Mejni pogoji pri x = 0 zahtevajo, da je pomik tekoCinskih plasti v smeri pravokotno na mejno ravnino
v enem in drugem sredstvu enak in da sta tlaka v prvem in drugem sredstvu ob mejni ravnini enaka.
Ce upostevamo izraze (4.42 - 4.44), orientacijo koordinatnega sistema in enalbe (4.6) in (4.29), robne
pogoje zapiSemo s temi enacbami:

ulx(oa Y,z t) + ullz(oa Y, z, t) = u21(07 Y, z, t) ) (445)

pre} V-iifo=o + p1 & V - il [a=0 = p2 B V - liale— - (4.46)
Izraze (4.42 - 4.44) vstavimo v enacbi (4.45) in (4.46) in dobimo

cos B (A — All) = cos by As | (4.47)

prei (AL + A)) = paca Ay (4.48)

in

A = p2 tanby — py tanb; A, (4.49)
p2 tanfy + p1 tant,
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o Ay — 2 p1 tanfy oA
202 po tanfls + pi tandy e

Odbojni koeficient R je definiran kot kvocient med povprecno mnozino energije, ki jo odbito valo-
vanje odnese v Casovni enoti s povrSinskega elementa d.S mejne ravnine, in povprecno mnozino energije,
ki jo v ¢asovni enoti vpadno valovanje prinese na povrsinski element d.S. Ker ne smer vpadnega valo-
vanja ne smer odbitega valovanja nista pravokotni na mejno ravnino, moramo pri izracunu vpadne in
odbite energije upostevati kot 0, (slika 4.10), tako da imamo:

_ 2 2
- 1 /. 2 ’
_ Jicos 6 5p1Ajwicrcosf A

R== = = —. 4.50
Jp cos by % prA3w?ey coshy A2 (4.50)
9,
@) ds cdg0,
dS lezi v ravnini (y-z)
s
©)
z

Slika 4.10: Gostota energijskega toka, ki vpada na mejno ploskvico dS, je j1, gostota odbitega toka je j /1
in gostota prepuscenega toka je jo. Kakor je razvidno iz slike, je energijski tok, ki ga prejema ploskvica
dS, enak j1 dS cos 6.

Ko upostevamo enacbo (4.49), sledi

R (pg tanfy — py tan91>2 '

p2 tanfy + p1 tanb

Rezultat za odbojni koeficient lahko $e preuredimo, ¢e upostevamo tanfy = sinfy/+/1 — sin” f in
sin @y = g—f sin #;. Tako dobimo

2
P2 Co cos by — plw/c% — c% sin® 6,
R— . 4.51)
p2 co cos By + ,01\/0% — C% sin? 6,
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Pri pravokotnem vpadu (6; = 0) se izraz (4.51) poenostavi in dobimo

2
R:(p?c2 plcl) . (4.52)
p2Cy + p1c1

Primer 4.8: Doloc¢i odbojni koeficient zvocnega valovanja iz zraka na gladino vode pri pravokotnem
vpadu! Dolo¢i tudi amplitudo prepuscenega valovanja in raven zvocne jakosti prepuscenega zvoka na
majhni globini, v kateri smemo zanemariti absorpcijo zvoka v vodi.

ReSitev: Ce je temperatura zraka in vode 20 °C, je hitrost zvoka v zraku ¢; ~ 340 m/s, v vodi pa ¢ &~ 1412m/s.
Nadalje je gostota zraka pri tej temperaturi p; ~ 1,3kg/m3, vode pa p2 ~ 10% kg/m?. Podatke vstavimo v
enacbo (4.52) in dobimo

R <103 kgm™3-1412ms~ ' — 1,3kgm ™3 - 340 ms~!

2
~ 0,999 .
103kgm=3 - 1412ms—1—|—1,3kgm—3~340ms_1> ’

Na meji med vodo in zrakom se valovanje prakti¢no v celoti odbije. Da bomo lahko izra¢unali amplitudo
prepuscenega valovanja in raven zvoc¢ne jakosti prepuscenega zvoka, moramo uporabiti zakon o ohranitvi
zvocne energije na meji med zrakom in vodo. Iz zakona o ohranitvi zvocne energije sledi, da je gostota
vpadnega zvocnega toka enaka vsoti gostote odbitega zvocnega toka in gostote prepuscenega zvocnega
toka. Ce je valovanje harmoni&no, sledi

1 2

’2 1
§p1A1w2c1:§p1A1 w2c1+§p2A§w202.

Celotno enacbo delimo z gostoto vpadnega zvocnega toka in upostevamo definicijo (4.50), ter imamo

P2 A% C2

1=R+ .
plA%01

(4.53)

Ce upostevamo rezultat (4.52), sledi

2
1_(P2C2—P101> :P202A§
p2C2 + p1c1 p1c A3

ki nam da
2p11

Ay = ———— .
p2C2 + p1c1

Se hitreje lahko ta rezultat dobimo s pomogjo enatb (4.47) in (4.48). Vstavimo podatke in dobimo

B 2-1,3kgm™3-340ms!
~ 103kgm=3-1412ms~! +1,3kgm—3-340ms—

A2 1'141%6'1074141.

Raven zvoc¢ne jakosti dolocimo najlazje z uporabo enacbe (4.53), iz katere sledi
Jj2=L=01-R)j=01-R)L

in

Ly = 10log ((1 —R)II1 ) .

min
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Zgornji rezultat velja le, ¢e je (1 — R) I1 > I ,in, ker v nasprotnem primeru prepuséenega zvoka ne slisimo.
Za odboj zvoka na meji med vodo in zrakom pri pravokotnem vpadu velja 1 — R ~ 1073 in

L2—1010g<103 L >zL13OdB.

min
Pri pravokotnem odboju zvoka na meji med zrakom in vodo mora biti torej jakost vpadnega zvoka vsaj

za faktor 103 ve&ja od najmanjse jakosti zvoka, ki ga $e sli§imo, da bomo zaznali prepusceni zvok. Ali z
drugimi besedami, raven zvocne jakosti vpadnega zvoka mora biti najmanj 30 decibelov.

zrak (¢, = 340 m/s)

- - -\ - - - ¥
voda (¢c,= 1412 m/s) _ - -

ll
Slika 4.11: Popolni odboj zvoka na meji med zrakom in vodo; mejni kot popolnega odboja je 6; ~ 13°

Iz enacbe (4.51) nadalje razberemo, da je odbojni koeficient R = 1, ¢e velja

2 =csin? 6,
ali c
. 1

sinf; = —
C2

kar je mogoce le, ¢e je co > ¢1. 1z lomnega zakona v tem primeru sledi sin 0y = g—f sinf; = % . % =1
in #3 = 7 /2. Tak odboj lahko opazujemo na meji med zrakom in vodo (slika 4.11) ali ob sonénem dnevu,
ko ni vetra. Takrat se zrak tik ob tleh mocno segreje in je precej toplejsi od zraka v visjih plasteh. Ker je
hitrost zvoka v toplejSem zraku vecja kakor v hladnejSem, se zvok, ki vpada proti vodoravnim tlom pod

kotom, ki je vecji od kota popolnega ali totalnega odboja,

popolno odbije nazaj v ozracje v skladu z odbojnim zakonom. To je zato, ker lomni kot 2 ne more biti
veéji od 7/2. Do popolnega odboja pride tudi ob jasnih no¢eh, ko se povr§ina Zemlje zaradi sevanja
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ohlaja in se s prevajanjem toplote ohlajajo tudi zracne plasti ob povrsju Zemlje. Zvok, ki potuje navzgor,
se lahko na vijih toplejsih plasteh zraka v celoti odbije nazaj proti Zemlji (slika 4.12). Ce so razmere
prave, se v&asih zdi zvok prihajajotega vlaka mo&nejsi pono&i ali proti veteru kakor ¢ez dan. Ce je
temperatura zraka ob tleh 0 °C, v visjih plasteh pa 20 °C, je kot popolnega odboja enak

C(T— 1
0, = sin~! (Cl> = gin~! <(T273K)> =sin~! <33> ~ 75% .
&) C(T=293K) 343

0°C

Slika 4.12: Popolni odboj zvoka na ,,meji” med toplim in hladnim zrakom

Hitrost zvoka v zraku je odvisna tudi od vlaznosti in ker je gostota vlaznega zraka manjsa od gostote
suhega zraka, pricakujemo, da bo hitrost zvoka v vlaznem zraku vecja kakor v suhem. Toda razlike niso
velike in hitrost zvoka v nasiceno vlaznem zraku je le za kakSen m/s vecja kot v suhem zraku pri isti
temperaturi. Drugace je v megli, ko lahko izparevajo vodne kapljice ali kondenzira vodna para. V megli
je hitrost zvoka manjsa kakor v suhem zraku za nekaj deset m/s in to zmanjsanje je predvsem posledica
vecje stisljivosti megle v primerjavi s stisljivostjo nenasi¢eno vlaznega zraka. Naj za sklep dodamo, da je
odboj zvoka na meji med hladnim in toplim zrakom ali na meji med suhim in vlaznim zrakom praviloma
majhen, razen kadar pride do veckratnih odbojev.

4.4 Interferenca valovanja v tekoc¢inah

Pojav interference, ki je znacCilen za valovanje, opiSemo pri zvoku enako kakor na primer pri valovanju
na vrvi. Ker je valovna enacba linearna, velja tako imenovano nacelo linearne superpozicije, ki pravi,
da je vsota resitev valovne enacbe tudi resitev. Ce se torej po snovi razsirja ve¢ valovanj hkrati, je
odmik tekocinskih delcev na vsakem mestu enak vektorski vsoti odmikov, ki jih povzrocajo posamezna
valovanju. To je:

w(r,t) = Uy (7, t) + da(7,t) + - -

Z interferenco smo se Ze srecali, ko smo obravnavali stojece valovanje v Kundtovi cevi. StojeCe
valovanje si namre¢ lahko predstavljamo kot posledico interference valovanja, ki se Siri vzdolz pozitivne
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. . . . . we . . . / .
osi z, ui(x,t) = a sin(wt — kx), in valovanja, ki se $iri v nasprotni smeri, ug(x,t) = a sin(wt + kz).
Tako imamo

w(z,t) = uy(z,t) + us(z, t) = a sin(wt — kz) + a sin(wt + kz) . (4.54)

Gornji valovanji si lahko predstavljamo kot vpadno in odbito valovanje, ki se razSirjata vzdolz osi
v sredstvu z gostoto p; in hitrostjo zvoka c1, ki zapolnjuje polprostor x < 0. Polprostor x > 0 zapolnjuje
sredstvo z gostoto ps, v katerem je hitrost zvoka cs. Mejna ravnina naj sovpada z ravnino y — z. Enacbi
(4.47) in (4.48) za ta primer prepiSemo v obliki

1"

a+d =a (4.55)
in c
PL 1(a+a):a . (4.56)
P2 C2
Ce je pa ¢y > p1 c1, potem iz enacbe (4.56) sledi a" =~ 0, iz enadbe (4.55) pa dobimo d = —a. lzraz
(4.54) lahko tedaj prepisemo v obliki
u(z,t) = a sin(wt — kx) — a sin(wt + kx) = —2a sin kx coswt ,

ki nam pove, da se je v polprostoru & < 0 zaradi interference vpadnega in odbitega valovanja ustvarilo
stojece valovanje. Ker se valovanje razsirja v neskon¢no razsezen polprostor, so dovoljene vse frekvence.
Lahko pa poskus prenaredimo tako, da potopimo stekleno cev v vodo, tako kakor kaze slika 4.13a. Na
zgornjem koncu drzimo glasbene vilice, ki so izvor zvocnega valovanja. Ker se zvo¢no valovanje na
meji zrak — voda skoraj v celoti odbije (4.52), je stojeCe valovanje, ki se ustvari v tistem delu cevi, ki je
zapolnjena z zrakom, tako kakor stojece valovanje v cevi, ki je na eni strani odprta, na drugi pa zaprta. To
pomeni, da je na gladini vode vozel, na odprtem koncu pa hrbet stojeCega valovanja. Zvok, ki ga sliSimo
ob ustju cevi, je najmocne;jsi, ko je nihanje zraka v cevi v resonanci z glasbenimi vilicami (slika 4.13b).
Primer 4.9: Koliksna je frekvenca zvoka, ki ga oddajajo glasbene vilice, ¢e ob spreminjanju visine
zracnega stolpca (tako da cev bolj ali manj potopimo v vodo) prvic¢ zaslisimo mocan zvok, ko je visina
stolpca h = 9cm?

Resitev: Da bomo lahko odgovorili na vprasanje, moramo doloditi lastne frekvence nihanja zraka v cevi, ki je na
enem koncu zaprta, na drugem pa odprta. Koordinatno os x usmerimo vzdolz cevi in koordinatno izhodisce
postavimo na gladino vode v cevi. ViSina zraCnega stolpca naj bo h. ReSitve valovne enacbe zapisemo v
obliki (4.20, 4.22)

u(z,t) = (a sinkx + b cos kx) cos(wt — 9) .

Ustrezni robni pogoji so

u(z =0,t) =0,
- Ou(zx,t)
P(x = h,t) = —pc? ’ =0.
(aj ?) pc aw I:h
Sledi b= 0in 22k | =} coskh =0,karnamdakh = (2n+1)3, n=0,1,2--- ali
T T A c
=241~ =2n+1)—==2n+1) S =2n+1) —
h (n—i—)% (n—&-)22T7T (n+)4 (n+)4y,
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(=
D A
h=15\4
(-
N
v h=M\4
&
&,
a) b)

Slika 4.13: Stojece valovanje v cevi

kjer je v frekvenca glasbenih vilic. Resonanca se najprej vzpostavi pri n = 0 in tedaj velja

c 343ms~!

— T -1
Y= T 1009m C OPS

Valovna dolZzina zvoka, ki ga dajejo glasbene vilice, je A = 4 h = 0,36 m. Naslednji viSini zranega stolpca,
pri katerih sli§imo mocan zvok, sta h = 3% =0,27Tmin h = 5% = 0,45m.

Kakor smo ze veckrat omenili, lahko zvo¢no valovanje opiSemo tudi tako, da navedemo nihanje
tlaka za poljubno tocko v tekoCini. V tem primeru imamo

Kot poseben primer si oglejmo interferenco dveh krogelnih valovanj, ki ju oddajata dva enaka
majhna zvocna izvora, ki sta oddaljena eden od drugega za a > A (slika 4.14). Koordinatni sistem
izberemo tako, kakor je prikazano na sliki. Sprejemnik zvoka naj bo v tocki s krajevnim vektorjem
(r>a)

F=rsinf cospi+rsindsingj+r cosOk .
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A
z

=1

a) b)

Slika 4.14: Interferenca zvoc¢nih valovanj, ki ju oddajata zvocnika 1 in 2. (a) Zvoc¢nika sta na koordinatni
osi z in oddaljena eden od drugega za a. (b) Valovanje v ravnini (z, z), ¢ = 0, os y kaze pravokotno v
list.

S 0 oznacimo kot, ki ga krajevni vektor oklepa z osjo z, s ¢ pa kot, ki ga projekcija krajevnega vektorja
na ravnino x — y oklepa z osjo x. Nihanje tlaka na mestu sprejemnika zvoka zapisemo v skladu z enacbo

(4.37)

) _ [sin(wt—k in(wt — k
P(7,1) = Pyro {Sm(” r) st =kra) | (4.57)

1 T2

kjer je Py amplituda tlaka na oddaljenosti 7o od enega ali drugega izvora, r1 in 5 pa sta oddaljenosti
sprejemnika od prvega in drugega zvoc¢nika (slika 4.14). Nadalje naj bo a < r, r1, ro, tako da velja

. a? I
r = r2+ars1n900sg0+z%T+§CLSIHQCOS@+"' )

: a? .
ro = r2—ars1n0<:os<p+z%r—5a81n9008<p+-~ .

Ker je r > a, smemo v imenovalcih izraza (4.57) 1 in ro nadomestiti z r, kar nam da

~ 1 1
P(7,t) = PO% [sin (wt —kr— §ka sin @ cosap) + sin <wt— kr+ §k:a sin @ cosgo)} .

Ce upostevamo enakost sin e + sin § = 2 sin (‘%ﬂ) cos (QT_ﬂ), sledi

- ~ 1 i t—k ~ i t—k
P(7,t) =2 Pyrg cos (2 kasinf cos<p> sm(wrr) = Po(e,go)w .
70

(4.58)

Rezultat (4.58) nam pove, da je zvo¢no valovanje na mestu sprejemnika, katerega oddaljenost od zvo¢nikov
je velika v primerjavi z razdaljo med njima, krogelno simetri¢no z amplitudo, ki je odvisna od smeri, v
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kateri je sprejemnik. V smereh, za katere velja

1

ikasinﬁcosgozNﬂ,N:O, +1, £2--- (4.59)
se valovanji medsebojno ojacita, tako da govorimo o konstruktivni interferenci. V smereh, za katere velja

1
ikaaneaﬁwz(mv+1y;zvzo,iLjﬁ,n- (4.60)

in se valovanji medsebojno izniita (slabita), pa imamo destruktivno interferenco. Ce upostevamo k =
27/ A, lahko prejsnji enacbi prepisemo v obliki

N

a sin 6 cosgz):{ 2N +1)2
5 -

V smereh, ki jih dolo¢a enacba (4.59), zazna sprejemnik mocan zvok, v smereh, ki jih doloca enacba
(4.60), pa sprejemnik ne zazna zvoka oziroma je mo¢no oslabljen.

Poglejmo Se, kaksen zvok zazna sprejemnik, e sta izvora tako blizu drug drugemu, da veljak a < 1,
hkrati pa se njuni frekvenci razlikujeta za Aw = w; — wa. V tem primeru (4.57) prepiSemo v obliki

HﬁﬂZR%%mMG—E»HmWG—EH- (4.61)

Ce Stejemo Cas od trenutka t; = %, tako da Cas t v enacbi (4.61) nadomestimo s ¢ + g, imamo

P(7,t) = Py(r)[sinwit + sinwat] , (4.62)
kjer smo oznacili amplitudo tlaka na oddaljenosti r s ]50(7") = B 0. Ce vzamemo, da velja
Aw < % = w, sledi

- - Aw ) ~ .
P(7,t) ~ (2 Py(r) cos Tt -sinwt = Py(r,t) sinwt . (4.63)

Ce je sprejemnik zvoka ¢lovesko uho, se takoj ponuja vprasanje, kaj poslusalec dejansko slisi. Ali
zaznava dva loCena zvoka, kakor to sledi iz enacbe (4.62), ali sliSi en sam zvok, katerega jakost se
spreminja v skladu z enacbo (4.63). Pokaze se, da je subjektivna ocena vrste zaznanega zvoka odvisna od
razlike frekvenc Aw posameznih zvo¢nih valovanj. Ce je Aw Jw vet kot priblizno 6 %, zazna poslusalec
dva locena zvoka, v nasprotnem primeru pa poslusalec zazna en sam zvok s spreminjajoco se amplitudo.

Zvocno valovanje, ki ga opisuje enacba (4.63), imenujemo utripanje in je prikazano na sliki 4.15.
Jakost utripanja se spreminja po enacbi (4.33),

BBt _2B0) o (Aw ) _ B30
 2pc pc 2 Y

I(t) (14 cos Awt) .

Zvocna jakost utripanja se torej spreminja s frekvenco Aw, ki jo zato imenujemo frekvenca utri-
panja.
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P(7, f)
2P(7)

L L

il

Slika 4.15: Utripanje. Frekvenca utripanja je v,, = %, tg = i (enacba 4.63).

I (poljubne enote) 1 I (poljubne enote)

Vi A% A%

v
v

Slika 4.16: Spekter tona Slika 4.17: Spekter zvena

Kaksen zvok zazna ¢lovesko uho, je torej odvisno tudi od sestave zvoka. Ce vsebuje na primer
nihanje tlaka na mestu sprejemnika eno samo harmoni¢no komponento,

P(t) = Py cos(wt — §) ,

imenujemo tak zvok fon. V spektru tona, v katerem je graficno prikazana odvisnost jakosti zvoka od
frekvence, nastopa ena sama &rta (slika 4.16). Ce pa je nihanje tlaka na mestu sprejemnika sestavljeno
iz ve¢ harmoni¢nih nihanj s frekvencami, ki so v razmerju celih §tevil, tak zvok imenujemo zven. V
matematicni obliki nihanje tlaka pri zvenu zapiSemo kot

P(t) = Py, cos(nwt —5y) .

n=1
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Jakost zvena je (4.34)

= o 59
[ S Lon
?
ot 2pc
pri cemer smo upostevali

to to t
/ sin nwt sin mwt dt = / cos nwt cos mwt dt = 50 On,m
0 0

in tg = 2m/w. Drugi integrali, ki nastopajo v izrazu za I, so enaki ni¢. Spekter zvena je prikazan na
sliki 4.17. Ce frekvence, ki nastopajo v spektru zvoka, niso v razmerju celih tevil, zvok imenujemo sum.
Spekter Suma je zvezen (slika 4.18), v nasprotju s spektrom tona in zvena, ki sta diskretna. To je zato,
ker nihanje tlaka pri Sumu ni periodi¢na funkcija Casa.

4

} 1 (poljubne enote)

/_\’

v

Slika 4.18: Spekter Suma je zvezen

4.5 Sipanje in uklon zvocnega valovanja

Ko valovanje zadene oviro, se del valovanja odkloni od prvotne smeri razSirjanja. Razliko med nastalim
valovanjem P(7,t) in valovanjem P;(7, t), ki bi se razSirjalo po sredstvu, ¢e ovire ne bi bilo, imenujemo
sipano valovanje Ps(7,t). Nastalo valovanje tako zapiSemo kot vsoto vpadnega valovanja P;(7,t) in

sipanega valovanja Ps(7, 1), } ) .
P(7,t) = Pi(7,t) + Ps(7,t) . (4.64)

Ce je velikost ovire velika v primerjavi z valovno dolZino, se priblizno polovica sipanega valovanja
razSirja stran od ovire bolj ali manj enakomerno v vseh smereh, druga polovica pa je skoncentrirana
v smereh za oviro, kjer destruktivno interferira z vpadnim valovanjem in tako ustvarja za oviro ostro
valovno senco. V tej limiti govorimo o geometrijski akustiki. Delez sipanega valovanja, ki se razsirja
enakomerno v vseh smereh, se imenuje odbito valovanje, delez, ki je odgovoren za nastanek valovne
sence, pa se imenuje interferirajoci ali uklonski val. V nasprotnem primeru, ko je velikost ovire majhna
v primerjavi z valovno dolZzino, je sipano valovanje prakti¢no v celoti porazdeljeno enakomerno po vseh
smereh in za oviro skoraj ni valovne sence. V vmesnem obmocju, ko je velikost ovire istega reda velikosti
kakor valovna dolzina, je cela vrsta zanimivih interferenc¢nih pojavov.
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Valovne dolzine sliSnega zvoka so na intervalu od priblizno 2 cm do 20 m in v veliki vecini primerov
v praksi so velikosti ovir manjSe ali pa istega reda velikosti. Destruktivna interferenca med vpadnim in
sipanim valovanjem, ki je odgovorna za nastanek valovne sence, je zato nepomembna. Ko na primer
stojimo za drevesom, prav dobro sliSimo zvok, ki prihaja iz nasprotne smeri.

Razmere so podobne, ko valovanje vpada na neprepusten’ zaslon z odprtinami. Podobno kakor
takrat, ko zadeva valovanje ob ovire, tudi zdaj dobimo ostre valovne sence le takrat, ko je velikost odprtin
velika v primerjavi z valovno dolzino. V nasprotnem primeru se precejSen delez valovanja razsitja v
geometrijsko senco zaslona. Kot smo ze omenili, ta pojav imenujemo uklon. Med enim in drugim
primerom je zveza, ki je vsebovana v tako imenovanem Babinetovem nacelu. Vzemimo dva neprepustna
ravna zaslona z odprtinami, ki se razlikujeta v tem, da so odprtine na drugem zaslonu tam, kjer je prvi
zaslon neprepusten, in nasprotno. Za tak par zaslonov pravimo, da sta komplementarna. Zaslona naj
lezita v ravnini ¥y — z in vpadno valovanje se razSirja v smeri osi . Valovanje, ki se vzpostavi na
nasprotni strani zaslona, od koder prihaja vpadno valovanje v enem in drugem primeru, zapiSemo v
skladu z enacbo (4.64) kot

Py =PF+PW, (4.65)

Py =P+ P® | (4.66)

Ce valovanje vpada na zaslon, ki ga sestavimo tako, da oba prejinja zaslona postavimo tesno enega za
drugim, kar nam da v celoti neprepusten zaslon, velja

Pl&g EOZE—{—PS(I)—FPS(Q) .

Iz enaéb (4.65) in (4.66) izrazimo PV in P{¥ in imamo

P=P —P . (4.67)

Sipani valovanji za enim in za drugim zaslonom se razlikujeta le po predznaku.
Vzemimo ravno harmoni¢no valovanje, ki se razsirja vzdolz koordinatne osi x,

P(x,t) = Py sin(wt — kx) .

Valovanje naj vpada na neprepusten zaslon, ki lezi v ravnini y — 2 in ima odprtino, ki je velika
v primerjavi z valovno dolZzino. V tem primeru je valovanje, ki doseze odprtino, priblizno tako, kakor
da zaslona sploh ne bi bilo. Povrsino odprtine (slika 4.19) razdelimo na majhne ploskovne elemente
dS. Vsak element dS je izvor krogelnega valovanja. Valovanje v izbrani tocki P (slika 4.20) je rezultat
interference valovanj, ki prihajajo iz razli¢nih povrSinskih elementov odprtine. To je tako imenovano
Huygens-Fresnelovo nacelo, ki ga v matematicni obliki zapiSemo z enacbo

ZS(P,t):C/ Py sm(wtr—kzr—i-é) a5 (4.68)
S

INeprepusten je zaslon, v katerem se valovanje v celoti absorbira.
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wo
R ds
> =% A/\/
> = -~
Slika 4.19: Ravno harmoni¢no potujoce Slika 4.20: Huygens-Fresnelovo nacelo:
valovanje vpada na neprepusten zaslon z vsak povrsinski element dS si predsta-
odprtino S vljamo kot izvor krogelnega valovanja

kjer je r oddaljenost izbrane tocke P od povrsinskega elementa dS. Podrobnejsi raun pokaze®, da
moramo konstanto C' in fazni zamik § izbrati tako, da velja C' = k/27 in 6 = /2. Torej velja to pravilo:
Pri uporabi Huygens-Fresnelovega nacela (4.68) moramo fazo vpadnega valovanja v odprtini zaslona
povecati za Cetrt nihaja in ploskovni element moramo deliti z valovno dolZino. Tako imamo

) P _
P(P,t) = % /S 0 COS(;“ k1) 45 | (4.69)

Primer 4.10:

Za ponazoritev si oglejmo uklon zvo¢nega valovanja na ozki neskon¢no dolgi rezi, ki lezi v ravnini x = 0,
tako da je os z njena simetrala (slika 4.21). Na obmocju # < 0 imamo ravno zvocno valovanje, ki se razsirja
v smeri osi x,

P(x,t) = Py sin(wt — kz), <0 .

Ker je reza vzdolz osi neomejena, sledi, da je sekundarno valovanje, ki izhaja iz posameznih tock reze,
cilindri¢no valovanje, ki ga zapiSemo v obliki:

- sin(wt — kR +6')
P(R,t)=C :
o VR

SRayleigh, J.W.S., Theory of Sound, Dover, New York, 1945.
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Vb

A

v

dy

Slika 4.21: Uklon zvo¢nega valovanja na neskon¢ni dolgi rezi s Sirino D, ki lezi v ravnini (y — 2) in je
vzporedna s koordinatno osjo z. Vpadno valovanje (x < 0) se razsirja v smeri pozitivne osi x.

ki jo utemeljimo enako, kakor smo to naredili za krogelno valovanje. Vektor R lezi v ravnini, ki je vzporedna
zravnino x—y in fazni zamik smo v skladu z definicijo cilindricnega valovanja zapisali v obliki § =— T+o.
Tako smo se v integralu (4.69) znebili integracije vzdolZ osi z. Kar nas zanima, je zvo¢no valovanje, ki
prihaja skozi reZo in ga opazujemo v ravnini, ki je vzporedna z ravnino y — z in je na veliki oddaljenosti
L od reze. S tem smo se omejili na tako imenovani Fraunhoferjev uklon. Ce je reza $iroka v primerjavi
z valovno dolzino, je valovanje na veliki oddaljenosti* v glavnem omejeno na ozek pas, ki je vzporeden z
rezo in ima priblizno enako Sirino. Zvo¢no valovanje v tocki s polarnimi koordinatami R, ¢, kjer je ¢ kot,
ki ga valovni vektor oklepa z osjo «x in izvira iz tock v reZi, ki lezijo na intervalu dy (slika 4.21), zapiSemo
v naslednji obliki:

dP(R,¢,t) ~ ff sin(wt—kL—l—é/ +kysing)dy .

Pri tem smo upostevali, da za majhne kote ¢ velja R = Coﬁw ~ L. Tako imamo
= C D/2 ’
P(R,@,t)%f/ sin(wt —kL+§ +kysing)dy ,
VL J-p/2

kjer smo z D oznacili $irino reze. Sledi

C [cos (wt—kL+5/ - %) — cos (wt—kL+6/ +’“D%)}
VI k sing ’

*Naj bo pravokotna oddaljenost tocke, v kateri opazujemo valovanje od desnega (y > 0) roba reze, na primer enaka L.
Oddaljenost levega roba reze od iste tocke je torej enaka R = +/L? + D? = L + %%2, kjer je L > D. Razlika v oddaljenosti
enega in drugega roba reze od izbrane tocke je torej R — L ~ %%2 Ce zahtevamo, daje R — L = %)\, sledi AL ~ D2
Za vse tocke, za katere velja A L > D?, bomo rekli, da so na veliki oddaljenosti od reZe in na teh oddaljenostih govorimo o
Fraunhoferjevem uklonu.

P(R,p,t) ~
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kar lahko z uporabo trigonometri¢ne formule za razliko kosinusov poenostavimo v
cD sin (kDQsingo)

~ k D sin g
VI i

Gostota zvocnega toka ali jakost zvoka na oddaljenosti L je enaka

B c2p? |sin (7’”3;1““")
](SD)NQpCL kDgsian

P(R, ¢, 1) sin(wt — kL +06) .

Mnozina zvo¢ne energije dW/dz , ki v ¢asovni enoti pade na enoto viSine zaslona, ki je pravokoten na os
x, je torej enaka

2

aw cep2 pri2 [sin (K23
= = 7003(@) cospdy = 2pc /W/2 T EDsme d(singp) ,

. v . ~ . _ .. .. __ kDsing :_ x.x
kjer smo upostevali y = Lfcango ~ Ly in dy = L dy. Vpeljimo novo spremenljivko = “=5=¥ in Ce e
upostevamo k D > 1, sledi

dw C?D? 2 /00
dz  2pc kD J
Po drugi strani pa velja, da je mnozina zvo¢ne energije, ki gre v ¢asovni enoti skozi ploskovni element reze

D dz, enaka QPPOZC D dz ali

sinx
T

)2 C?’D 27
dr = C—
2pc  k

dw P§D C®D 2rm
dz  2pc  2pc k

kar nam da ~
Py
C=—.
VA

V skladu z enalbami (4.68) in (4.69) sledi § = 7 /4, tako da imamo kon¢ni rezultat

. k D sin ¢
b [on (225
//\L szsincp

P(R,¢,t) ~ Py sin(wt — kL) . (4.70)

Primer 4.11: Vzemimo zelo visoko navpi¢no ravno pregrado s sirino D, na katero vpada v pravokotni
smeri ravno zvocno valovanje P(x,t) = Py sin(wt—kx), os x smo usmerili vzdolz razsirjanja valovanja.
Doloci obliko zvocnega valovanja za oviro!

Resitev: Nalogo resimo z uporabo Babinetovega nacela (4.67) in rezultata (4.70). Enacbo (4.67) tako zapiSemo

. . D sin (kD;incp)
P(z,t) = Py sin(wt — kz) — P Do
VAT S

sin(wt — kz) |

kjer zahtevamo, da je Az > D2
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4.6 Absorpcija zvoka v snovi

Zaradi viskoznosti in prevajanja toplote se energija valovanja v tekocini spreminja v notranjo energijo
tekoCine. Pravimo, da se valovanje pri raz§irjanju skozi snov absorbira. Vzemimo ravno valovanje, ki
se razsirja vzdolz osi x. Absorpcijski koeficient ;1 zvoCnega valovanja je definiran z enacbo

jla+de) = j(x) =dj = —2pjdu

in

j(x) = Joe 21", (4.71)
kjer je j, = j(z = 0). Ker je gostota energijskega toka sorazmerna s kvadratom amplitude pomikov,
sledi, da le ta pojema z oddaljenostjo kot e™#*. Podobna ugotovitev velja tudi za amplitudo nihanja tlaka

ali gostote.
Racun pokaze®, da je absorpcijski koeficient ;1 v tekoginah enak

w2

H= 2pc3

Ki?ﬁ() +ox (v - 1)] =aw?,

kjer je n koeficient viskoznosti, ( pa tako imenovana druga viskoznost tekocine. Nadalje je x termicna
difuzivnost, v = cp/cy pa razmerje specifiénih toplot tekoCine. Za idealne enoatomske pline velja

(= —%n in ¢e vzamemo, da velja ta zveza priblizno tudi za zrak, sledi
2
w 2
Herak ¥ 55 [377 +pox(v— 1)] ; (4.72)

pri Cemer si je treba zapomniti, da sta v plinih 77 in p x istega reda velikosti. 1z gornjega izraza razberemo,
da je absorpcija zvocnega valovanja v zraku, Se posebej pri nizkih frekvencah, zanemarljiva. Z drugimi
besedami, amplituda zvo¢nega valovanja se na razdalji ene valovne dolzine prakti¢no ni¢ ne spremeni.
Namrec ; ;

we  nw w

MZTakAz*x 2%7%*<<1>

w pc c A
kjer je | =~ % povprecna prosta pot molekul v zraku in je majhna v primerjavi z valovno dolzino, kar
smo utemeljili ze na zaCetku tega poglavja o zvoku.

Primer 4.12: Ravno zvocno valovanje s frekvenco v = 10* s~ se razsirja v zraku s temperaturo 20 °C.
Za koliko se zaradi absorpcije zvoka v zraku zmanjsata jakost in zvocna raven na razdalji 103 m?

Resitev: Podatki za zrak pri navedeni temperaturi, ki jih potrebujemo, so: n = 1,8-107° kg /ms, p = 1,2kg/m?, v =
1,4, x = 22 -10°m?/s in ¢ = 343m/s. Podatke vstavimo v (4.72) in dobimo
pa~23-1008m1s2- w2~ 9-107*m~"'. Iz enacbe (4.71) tako sledi

S
—~
S
=

2 —e T e =(,135 .
Jo

Landau, L.D., Lifshitz, E.M., Fluid Mechanics, Second Edition, Pergamon Press, 1987.
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Na razdalji 1 km se zvocna raven torej zmanjs$a na vrednost

L(z) = 101og( (I)) = 101og (J"e> - 1010g< Jo )—(10~2,uxlog(e)) ~ Loy —10dB .

Za vetino kapljevin je kvocient (/7 pozitivno $tevilo. Za vodo, na primer, je ( = 2,47. Ker je za

vodo v =~ 1, sledi

2n
Hvoda = 3 w2
pc

Zvok se absorbira tudi pri odboju na trdnih povrSinah. To je zato, ker pri zvo¢nem valovanju v
tekoCini niha tudi temperatura. Ob povrsini sten se vzpostavi temperaturni gradient, ki poganja toplotni
tok, ta pa povzroc¢a izgubo energije valovanja. Dodatne izgube povzroca tudi viskoznost tekocCine, kar
ima za posledico, da tanka plast tekocine tik ob steni miruje. Ko valovanje vpada na steno posevno, ima
tekocina ob steni tudi komponento hitrosti vzdolz stene v smeri razSirjanja valovanja. Zaradi robnega
pogoja (tanka plast tekoCine tik ob steni miruje) se ob steni vzpostavi gradient tangentne komponente
hitrosti tekocine, ki poganja tok gibalne koli¢ine (3.5) in to predstavlja dodatne izgube energije valo-
vanja. Tako kakor v prejSnjem primeru gredo izgube mehanske energije valovanja na racun vecanja
notranje energije tekocine in stene.

4.7 Stojece valovanje v zaprtih prostorih in odmevanje ali reverberacija®

Ce je zvotni izvor v zaprtem prostoru, se zaradi odboja valovanja na stenah v prostoru slej ko prej
vzpostavi stojeCe valovanje. V tem primeru jakost zvoka v sploSnem ne pojema vec obratno sorazmerno
s kvadratom oddaljenosti od toCkastega izvora, kakor to velja za neomejeni prostor. Jakost zvoka je lahko
na vecjih razdaljah celo precej vecja kakor v bliZini izvora in na splosno je porazdelitev zvocne jakosti
odvisna od oblike prostora.

Ko izvor vklju¢imo, se v prostoru pravzaprav vzpostavita dve vrsti stojeCega valovanja. Najprej
imamo stojeCe valovanje, ki ga vsiljuje izvor in katerega frekvenca je enaka frekvenci izvora. Hkrati se v
prostoru vzbudi tudi stojeCe valovanje, ki ga sestavljajo lastna nihanja; ta nihajo z lastnimi frekvencami,
ki so odvisne od oblike in velikosti prostora. Zaradi absorpcije zvoka, predvsem na stenah, lastna nihanja
slej ko prej zamrejo in v prostoru imamo po nekem dolocenem casu le vsiljeno stojece valovanje, ki ga
vzdrzuje izvor. Posamezna lastna nihanja si lahko predstavljamo kot nihanja nihal, ki jim zvo¢ni izvor
vsiljuje nihanje s frekvenco izvora. Tisto lastno nihanje, katerega lastna frekvenca je najblizja frekvenci
izvora, je najmocneje zastopano v vsiljenem stojecem valovanju.

Ko izvor izklopimo, za¢nejo lastna nihanja nihati z lastnimi frekvencami in hkrati pocasi slabijo
zaradi absorpcije zvoka v zraku (najprej tista z visjimi frekvencami) in Se bolj zaradi absorpcije zvoka
na stenah prostora. Ta Casovno omejeni obstoj lastnih nihanj, potem ko smo zvoc¢ni izvor izklopili,
imenujemo (po)odmevanje ali reverberacija.

Izvor obicajno oddaja zvocna valovanja z razlicnimi frekvencami. Akusticne lastnosti prostora
morajo biti take, da so vsa zvo¢na valovanja, ki jih izvor oddaja, enako zastopana v stojeCem valovanju,

*Morse P.M., Vibration and Sound, McGraw - Hill, 1948
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ki se vzpostavi v prostoru, in da hkrati vedno prisotna, vendar ¢asovno omejena lastna nihanja, prevec ne
popacijo zvoka. To doseZzemo tako, da stene skoraj v celoti absorbirajo zvok, ki pade nanje. Slaba stran
takega pristopa je, da se pri tem jakost zvo¢nega valovanja v prostoru zaradi odsotnosti odboja moc¢no
zmanj$a. Jakost zvoka je namre¢ v primerno oblikovanem prostoru prav zaradi odboja zvoka na stenah
skoraj enakomerna po celem prostoru (razlike v ravni zvo¢ne jakosti so le nekaj decibelov). Naloga
inzenirske akustike je torej dolociti obliko prostora in absorpcijske lastnosti sten tako, da je mote¢ vpliv
lastnih nihanj ¢im manjsi in da se jakost zvoka ob tem ne zmanjsa prevec.

Kakor smo ze omenili, se zvok absorbira v zraku in na stenah prostora. Absorpcija v zraku je
praviloma majhna, vendar je pri visjih frekvencah (v > 10% Hz) in v vlaznem zraku lahko precejsnja.
Obicajno velja, da smemo pri frekvencah, ki so manjse od priblizno 5 - 103 Hz, absorpcijo v zraku
zanemariti in upo§tevamo le absorpcijo zvoka na stenah prostora. Ce vzamemo, da je porazdelitev jakosti
zvoka po prostoru priblizno enakomerna in da so vse smeri razsirjanja zvoka enakomerno zastopane,
sledi, da je mnozina zvo¢ne energije, ki se v ¢asovni enoti absorbira na stenah, sorazmerna s povr§ino
sten. V nadaljevanju bomo te ugotovitve ponazorili s preprostim modelom.

Naj bodo frekvence zvoka, ki ga oddaja izvor, dovolj velike, tako da so ustrezne valovne dolzine
majhne v primerjavi z linearnimi razseznostmi prostora (v > 102Hz — X = ¢/v < 0,3m). V tem
primeru se v prostoru vzpostavi veliko stojeCih valovanj. Ker lahko stojece valovanje zapisemo kot
kombinacijo dveh harmonic¢nih valovanj, ki se razsirjata v nasprotnih smereh, se pokaze, da lahko zvo¢no
valovanje v vsaki tocki prostora priblizno opiSemo kot mnozico ravnih harmoni¢nih potujocih valovanj,
pri katerih so vse smeri razsirjanja enakomerno zastopane. Nihanje tlaka v poljubni tocki prostora tako

zapiSemo
k
ZPO 1/<: ) sin <wt —k-F—94 (k:)) ) (4.73)

kjer je w frekvenca zvo¢nega valovanja in k = w/c. Amplituda Py posameznega harmoni¢nega valovanja
je v sploSnem odvisna tako od smeri raz$irjanja k, kakor od lege 7. Za gostoto zvo¢ne energije

~

bomo privzeli, da je priblizno enakomerno porazdeljena po prostoru (w = const). Ker so vse smeri
razSirjanja valovanj enakomerno zastopane, je gostota zvocnega toka prav tako enaka v vseh smereh
(neto zvocni tok skozi poljubno orientirano ploskev je ni¢). Naj bo ploskev, skozi katero bomo 1zracunah
zvoéni tok, pravokotna na krajevni vektor 7. DeleZ dj, ki ga prispeva valovanje z valovnim vektorjem k,
ki s krajevnim vektorjem 7 oklepa kot 6, je enak

Fiew sin 0 df dp
j=wc i
in
B 2 w//2 1
j=— / sinf cos0df dy = Z . (4.74)

S tem smo definirali jakost zvoka v tockl s krajevnim vektorjem v izbranem trenutku ¢.
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Zaradi ¢asovnega spreminjanja moci izvora P(t) in zaradi absorpcije zvoka na stenah prostora sta
tako w kakor tudi j odvisna od ¢asa. MnoZina zvoéne energije, ki se v ¢asovni enoti absorbira na steni
s povrsino S in absorpcijskim koeficientom «, je enaka a'j S. Ce imajo razli¢ne stene (oziroma deli
sten) S; razli¢ne absorpcijske koeficiente «v;, je zvoCna energija, ki se absorbira v ¢asovni enoti na stenah

prostora, enaka
Y jSi=i) aiSi=aj,
i i
kjer je absorptivnost prostora a definirana kot

a:ZaiSi .

Povpre¢na vrednost zvoCne energije v prostornini V' je enaka W = wV ali ¢e upostevamo (4.74),
W = 4%V . 1z zakona o ohranitvi energije tako sledi

d (4V] _
= = P(t) —
dt( c > () a“]?

kjer je P(t) zvo¢na moc€ izvora, to je mnozina energije, ki jo izvor v ¢asovni enoti odda v prostor v obliki
zvocnega valovanja. Enacbo prepisemo v obliki

aE ac — c

in jo re§imo z nastavkom j = e~ iv!f(t), pri pogoju f(t — —oo) = 0. Nastavek nesemo v enatbo
(4.75) in dobimo

t / ’ ’
j(t) = ﬁ / vt piydr . (4.76)

Iz gornjega rezultata sledi, da je jakost zvoka v danem trenutku v splosSnem odvisna od celotne zgodovine
moci izvora, kar je s staliSca akustike prostora nesprejemljivo, vendar je po zaslugi eksponentnega fak-
torja pod integralom v resnici pomembna le mo¢ izvora v intervalu t —t & %. Kljuéna je torej velikost
tega intervala glede na hitrost spreminjanja mogi izvora. Ce se na primer mo¢ izvora v ¢asu 4V/ac ne

spremeni zaznavno (% < 1y P), lahko zapiSemo P(t/) ~ P(t) in imamo

j(t) ~ Pt) )

Jakost zvoka v prostoru je obratno sorazmerna z absorptivnostjo prostora a, in kar je pomembno, sledi
Gasovnemu spreminjanju izvora. Ce torej Zelimo veliko zvoéno jakost, mora biti absorptivnost prostora
majhna. V nasprotnem primeru, ko se mo¢ izvora spreminja hitro na ¢asovni skali 4V /ac, jakost zvoka
v prostoru ne bo natan¢no sledila casovnemu spreminjanju izvora. Zvok, ki ga bomo slisali, bo popacen.

Ce izvor zvoka nenadoma odstranimo, na primer v trenutku ¢ = 0, potem se jakost zvoka pri t > 0
spreminja tako, kakor zahteva enacba

4.77)
a
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Preglednica 4.2: Absorpcijski koeficient « za razli¢ne vrste sten

«@
Snov v (Hz)

128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

opecna stena (nepleskana) | 0,02 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,05

preproga 0,11 | 0,25 | 0,37 | 0,34 | 0,27 | 0,24

debele zavese 0,10 | 0,27 | 0,50 | 0,80 | 0,82 | 0,75

betonska tla 0,01 | 0,01 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,02

lesena tla 0,05 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,03

njena resitev je

j(t >0) =jge /v, (4.78)

kjer je j, dologen z enacbo (4.76), ko za zgornjo mejo integrala postavimo ¢ = 0,

— C 0 act

0=av )

Pojav, ko zvok v prostoru ne sledi spreminjanju zvoka, ki ga oddaja izvor, in je zvok, ki ga sliSimo,
popacen ter razmazan, imenujemo (po)odmevanje ali reverberacija. Reverberacija je posledica dejstva,
da raven zvocne jakosti v prostoru na pade na vrednost ni¢ v trenutku, ko izvor preneha oddajati, ampak
pojema linearno, tako kakor to zahteva enacba (4.78):

act

L=1Ly—10 <4V) log (e) = Lo — 4,34 (Zij) dB . (4.79)
Linearno pojemanje ravni zvoka je znacilno za prostore, v katerih je porazdelitev jakosti zvoka po pros-
toru bolj ali manj enakomerna, kakor smo predpostavili na zacetku tega razdelka.

Naklonski koeficient premice (4.79) opredeljuje, kako natancno sledi porazdelitev zvoka v prostoru
spreminjanju zvo¢nega valovanja, ki ga oddaja izvor. Cas, ki je potreben, da se raven zvoka zmanjsa za
60 dB, potem ko smo izvor odstranili, se imenuje reverberacijski ¢as (¢as odmevanja) ¢t in je enak

L6 (av
B= 434\ ac )~

V zraku pri tlaku 1 bar in temperaturi 20 °C imamo

1%
tr =0,161m™'s <a> . (4.80)

Ce se zvok, ki ga oddaja izvor, spreminja pocasi v primerjavi z reverberacijskim ¢asom, potem jakost
zvoka v prostoru natancno sledi spreminjanju moci izvora. V nasprotnem primeru, ko je ¢asovno spre-
minjanje izvora hitro v primerjavi s priblizno ¢z /10, pa zvok v prostoru ne more slediti izvoru.
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Da zvok, ki ga poslusalci v prostoru zaznavajo, natan¢no sledi zvoku, ki ga oddaja izvor, mora biti
reverberacijski Cas kratek, ali kakor sledi iz enacbe (4.80), absorptivnost prostora a mora biti velika. Da
hkrati ne zmanjSamo preve¢ zvocne jakosti (4.77), moramo za vsak prostor posebej izbrati optimalno
vrednost absorptivnosti a. Za prostor velikosti V' ~ 300 m? je ustrezen reverberacijski ¢as okrog 1s. Pri
100-krat vecji prostornini pa mora biti reverberacijski ¢as vsaj 2 s, da bo zvocna jakost Se vedno zadostna.
Ce je prostor namenjen govoru (predavalnice, kongresne dvorane itd.), je primeren reverberacijski ¢as
okrog 1s ne glede na velikost prostora. Pri vecjih prostorih zato poskrbimo za ustrezno jakost zvoka
s primerno postavitvijo zvoénikov. Ce pa je prostor namenjen poslusanju glasbe, je reverberacijski Gas
lahko daljsi in ne vpliva na kakovost zvoka. Velja namre¢, da glasba v koncertni dvorani ne zveni dobro,
¢e ni dovolj odmeva.

Ceprav gornje ocene temeljijo na predpostavki, da je porazdelitev zvo&ne energije po prostoru bolj
ali manj enakomerna in izotropna, veljajo v glavnem tudi tedaj, ko ta predpostavka ne velja natancno.
Hkrati smo z gornjimi enacbami pridobili kvantitativno oceno za enakomernost porazdelitve zvo¢ne
energije po prostoru. Ce namreg raven zvoéne jakosti, potem ko smo izvor izklopili, pojema linearno, je
to znak, da je porazdelitev zvoka po prostoru enakomerna. V nasprotnem primeru, ko je ¢asovni potek
pojemanja ravni zvoka nelinearen, nam to pove, da porazdelitev zvocne energije po prostoru zagotovo ni
enakomerna ali izotropna ali pa ne eno in ne drugo hkrati.

4.8 Hrup in zascita pred hrupom

Hrup opredelimo kot neprijeten, nezazelen in preglasen zvok. Definicija je po naravi stvari subjektivna,
kar je seveda razumljivo, saj se nanasa na ljudi kot sprejemnike zvoka. Najmanjsi zvocni tlak, ki ga
¢lovesko uho zazna pri zvoku s frekvenco okrog 1 kHz, je Poin &~ 2 - 1075 Pa, najvecji tlak, ki Se ne
povzroca bolecine, pa je priblizno 60 Pa. Ker meritev tlaka ni zahtevna, se za kvantitativno opredelitev
hrupa uporablja tako imenovana raven zvocnega tlaka L p, ki je definirana kot

p?
Lp =10log (152 > (4.81)

min

in jo izrazamo v decibelih tako kakor raven zvocne jakosti. Instrument, s katerim merimo raven zvo¢nega
tlaka Lp, imenujemo sonomer (to je merilnik zvocnega tlaka in ravni zvocnega tlaka). Sonomer ima

vgrajen obcutljiv mikrofon, ki neposredno zaznava \/ifTZ . Ce vzamemo \/; ~ 60 Pa, iz enacbe (4.81)
sledi Lp = 129,5dB.

V podvodni akustiki opredeljujejo raven ali nivo tlaka enako, le s to razliko, da je referencna vrednost
Prin = 1076 Pa,

Raven zvocne jakosti, kot smo jo definirali v enacbi (4.35), lahko izrazimo s pomocjo ravni zvo¢nega
tlaka L, (4.81) na naslednji naCin. Pri ravnem potujo¢em valovanju ali pri krogelnem valovanju na vecjih
oddaljenostih od izvora velja enacba (4.34), to je
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Preglednica 4.3: Raven zvoc¢nega tlaka za razli¢ne izvore

Raven zvo¢nega tlaka (dB) Izvor Subjektivna ocena hrupa
Pmin = 20 pPa
140 izstrelitev rakete na neznosno
oddaljenosti 100 m; topovsko
streljanje neposredno ob topu
120 ladijska strojnica; rock neznosno
koncert neposredno ob
zvocniku
100 razni industrijski stroji zelo hrupno
80 ob robu prometne avtoceste; hrupno
kri¢anje
60 trgovski center; restavracija; hrupno
glasen govor
40 mirno stanovanjsko naselje mirno
20 snemalni studio zelo mirno

kar nam da
I P2 p2 P2
L:1010g< ) =10log | =— - —™2~ | = Lp+ 10log | —™2— | .
Iin Pgun P ¢ Lmin p ¢ Lmin
Upostevamo
Pz _ 400kg m~-ms!
p ¢ Imin pc ’
pa imamo
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L=Lp+26dB—10dBlog | — 2% ) .
kgm—3ms—1

Pri temperaturi 20 °C je ¢ = 343 m/s, gostota zraka pri tlaku 1 bar in enaki temperaturi je p = 1,204 kg/m3,
tako da v tem primeru med obema definicijama ni velike razlike,

L=Lp—02dB.

Primer 4.13: Koliksna je raven zvocnega tlaka, ce zvocni tlak na danem mestu niha tako, kakor opisuje
izraz

pP= Zp, = ZP{)Z sin(wt—i—&i) .
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ReSitev: 1z izraza za zvoc¢ni tlak sledi

pZ = Zp(i SiHQ(wt+5i) +2ZPOZ ﬁOj sin(wt+5i) sin(wt+5j)
i i#j
= Z 15022 SiIlQ(wt + 52) =+ Z p()i pOj [COS((Si — 5J) — COS(2 wt —+ (52 —+ (5])] .
i i#j

Ce vzamemo, da se fazni zamiki nakljucno spreminjajo od enega valovanja do drugega (taka valovanja
imenujemo nekoherentna), sledi (P2 = % JO P2dt, ty = Qf)

I S e

kjer smo v zadnjem izrazu upostevali definicijo (4.81). Raven zvo¢nega tlaka je torej enaka

P2 L@
_ _ /10
Lp_1010g<~2 ) _1010g<2 10~» ) .

min i

Kot primer vzemimo tri nekoherentne izvore, ki oddajajo zvocna valovanja, katerih raven zvocnega tlaka je
ngl) =90dB, Lg) =88dB in Lg’) = 85 dB. Iz prejsnjega izraza sledi

Lp = 10log (1090/10 4 1088/10 4 1085/10) —92.9dB .

Hrup lahko dodatno opredelimo Se tako, da poleg ravni zvo¢nega tlaka navedemo tudi frekven¢no
porazdelitev zvoCnega valovanja. Glede na spektralno porazdelitev lo¢imo tri vrste hrupa:

1. hrup s Crtastim spektrom,
2. hrup z zveznim spektrom,
3. hrup, ki nastane ob udarcih.

Hrup s Crtastim spektrom je najpogostejsa vrsta industrijskega hrupa, ki ga obi¢ajno povzrocajo stroji
z vrte¢imi se deli. Tak je na primer hrup, ki ga povzrocajo ventilatorji, rotacijske ¢rpalke, kompresorji,
motorji z notranjim izgorevanjem, transformatorji in tekoci trakovi. Tako ventilator, ki se vrti s frekvenco
v in ima n krakov, povzroca hrup z osnovno frekvenco 1y = n v. Poleg osnovne frekvence so obicajno
prisotni tudi visji harmoniki 214, 3vy, - - -, katerih amplitude pa so v splosnem precej manjse.

Hrup z zveznim spektrom je tudi pogosta oblika industrijskega hrupa, ki ga po navadi povzrocajo
curki zraka iz kompresorjev, curki pare in curki izgorelih plinov reaktivnih letal. Zvezni spekter pogosto
vsebuje tudi jasno zaznavne diskretne frekvence, tako da imamo velikokrat opravka s hrupom, ki je
kombinacija diskretnega in zveznega hrupa. Udarni hrup pa je znacilen za razna pnevmati¢na kladiva,
Stance in strelno orozje.

Ker je obcutljivost cloveskega oCesa za zaznavanje zvoka odvisna od frekvence zvoka in manj tudi
od amplitude zvocnega tlaka, zvoki z razlicnimi frekvencami za uho niso enakovredni. Merilniki zvoka
so zato narejeni tako, da to obcutljivost usesa upostevajo s primerno ,,utezjo” izmerjene vrednosti ravni
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Preglednica 4.4: A-utezi (filter A) oziroma popravki

Frekvenca | A-popravek || Frekvenca | A-popravek | Frekvenca | A-popravek
(Hz) (dB) (Hz) (dB) (Hz) (dB)
10 —70,4 160 —13,4 2500 1,3
12,5 —63,4 200 —-10,9 3150 1,2
16 —56,7 250 —8,6 4000 1,0
20 —50,5 315 —6,6 5000 0,5
25 —44.7 400 —4.,8 6300 —0,1
31,5 —39,4 500 -3,2 8000 -1,1
40 —34,6 630 -1,9 10000 -2.5
50 -30,2 800 -0,8 12500 —4,3
63 —26,2 1000 0,0 16000 —6,6
80 —22.5 1250 0,6 20000 -9,3

100 —-19,1 1600 1,0
125 —16,1 2000 1,2
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zvocnega tlaka Lp. NajveC je v rabi tako imenovano uteZenje A ali na kratko , filter A”, ki pomeni,
da izmerjeni vrednosti Lp odstejemo ali dodamo primerno Stevilo decibelov glede na frekvenco zvoka.
Koliks$ni so ti popravki, kaze preglednica 4.4 (popravki so dani za %—oktavne ali ter¢ne frekvencne
pasove). Ce je na primer pri frekvenci 125 Hz izmerjena vrednost ravni zvo&nega tlaka 90 dB, je ustrezna
A-vrednost enaka 74 dB(A). A-vrednosti ravni zvocnega tlaka obicajno oznacujemo z L 4 p in oznaki za

decibele v oklepaju dodamo oznako A, to je dB(A).

Primer 4.14: Za zvok s spektrom na spodnji tabeli doloci raven zvocnega tlaka Lp (dB) in ustrezno

vrednost L ap (dB(A))!
Frekvenca (Hz) | 31,5 | 63 | 125 | 250 | 500 | 1000 | 2000 | 4000 | 8000
Lp (dB) 95 [ 95| 90 | 8 | &0 81 75 70 65
Resitev: Uporabimo tabelo 4.4 in imamo
A —popravek | —39,4 | —26,2 | —16,1 | —8,6 | =32 ] 0,0 | 1,2 | 1,0 | —1,1
Lap(dB(A)) | 55,6 | 68,6 | 73,9 | 76,4 | 76,8 | 81,0 | 76,2 | 71,0 | 63,9

Lp

+1075/10 4 1070/10 4 1065/10) =99,0dB .

Da bomo dolo¢ili Lp in L 4p, bomo vzeli, da so posamezna valovanja nekoherentna. Sledi

10log <Z 10L§§>/1o> =

10dBlog (1095/ 104102710 4 1090710 4 1085/10 4 1080/10 4 1081/104
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Na enak nacin dobimo
Lap = 10dBlog (1055,6/10 4 1068:6/10 | 173.9/10 4 1()76.4/10 4 1()76.8/10

+1081,0/10 4 1076,2/10 4 1071,0/10 4 1063,9/10) — 84,9 dB(A) .

Prometni in industrijski hrup sta v splosSnem odvisna od ¢asa. V tem primeru je pomembno, da vemo,
koliko Casa traja neka raven hrupa. To opredelimo tako, da definiramo ekvivalentno raven zvocnega tlaka
Lpgg,

1 T
Lpgg = 10log (T / 10LP®/10 dt) ,
0

kjer je T" primerno izbran ¢asovni interval, na katerem zelimo ovrednotiti raven zvoc¢nega tlaka. Namesto
ekvivalentne ravni zvo¢nega tlaka se zelo uporablja tudi tako imenovana raven Lpx, ki predstavlja tisto
raven zvoc¢nega tlaka, ki jo hrup preseze v X odstotkih obravnavanega ¢asovnega intervala. Tu izstopata
predvsem raven Lpjg in raven Lpgg. L p1g je raven zvocnega tlaka, ki jo hrup preseze v desetih odstotkih
celotnega Casa in predstavlja sorazmerno mocan hrup, medtem ko je L pgg raven, ki pomeni prevladujoc
hrup v danem okolju. Tako Lpgg kot tudi Lpx obi¢ajno merimo z vkljuCenim filtrom-A (LapEqg,
L Apx) in ju zato izrazamo z dB(A).

Pri kontroli hrupa oziroma zasciti pred hrupom je treba najprej dolociti cilje, ki jih v danem okolju
zelimo doseci. V industrijskih obratih, na primer, Zelimo obicajno izpolniti ta merila:

e nevarnost poskodbe sluha zaposlenih mora biti zmanjSana na sprejemljivo raven;
e Ce je le mogoce, je hrup treba omejiti tako, da Se dopusca pogovor med udelezenci;

e na robu industrijskega obmocja mora biti raven hrupa sprejemljiva za okolico. Najenostavneje ga
opredelimo s pomocjo ravni zvocnega tlaka ob upostevanju A-popravkov.

Osnovno nacelo pri zasciti pred hrupom je, da zmanjSujemo hrup pri samem izvoru. To lahko
dosezemo na razli¢ne nacine: z modifikacijo izvora hrupa in spremembo nacina delovanja naprave, ki
hrup povzroca; z akusti¢no izolacijo izvora; z opremo udeleZencev z zvocno zascito.

Poleg zgoraj omenjene tako imenovane pasivne zascite pred hrupom se vedno bolj uporablja tudi
aktivna zasc¢ita. Bistvo tega je, da skusamo zmanjsati hrup z dodatnim zvocnim valovanjem, ki destrukti-
vno interferira s prvotnim zvo¢nim valovanjem. Tako pride do izni¢enja hrupa na izbranem sorazmerno
majhnem obmocju. Ker se pri interferenci energija zvo¢nega valovanja ne iznici, ampak se le preraz-
poredi po prostoru, to pomeni, da se ob izniCenju hrupa na enem mestu poveca nekje drugje. Zato pri
aktivni za$¢iti govorimo o lokalnem iznicenju hrupa. Ta nacin zascite je Se posebej primeren v letalih,
kjer zadosca, da hrup zmanjSamo le tam, kjer so obicajno glave potnikov. To dosezemo z majhnimi
zvocniki, ki so vgrajeni v naslonjala za glave. Zvo¢nike racunalni$ko krmilimo s pomocjo senzorjev, ki
zaznajo hrup letalskih motorjev na razlicnih mestih v prostoru za potnike.

Z aktivno zascito lahko zmanjSamo tudi hrup na samem mestu, kjer je izvor. Izvor sekundarnega
zvocnega valovanja postavimo blizu izvora primarnega hrupa. Pri tem moramo izpolniti te pogoje: a)
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Preglednica 4.5: Priporocene vrednosti ravni zvocnega tlaka okoljskega hrupa

Vrsta prostora Priporocena raven zvo¢nega | Ustrezen reverberacijski cas

tlaka (dB(A)) praznega prostora za

frekven¢ni interval
500-1000 Hz (s)

predavalnica, konferencna 30 0,06 za prostor s prostornino
dvorana 300m? do 1,4 za prostor s
prostornino 5 - 10* m?
hodniki, avle 45
Citalnica, knjiznica 40 0,7—-0,8
pisarniski prostori, uradi 35 0,6 — 0,8
letaliski terminali 45
restavracije 40
spalni prostori 25

sekundarno zvocno valovanje mora imeti nasprotno fazo kakor primarni zvok; izvor sekundarnega valo-
vanja mora biti priblizno enake velikosti kot izvor hrupa; razdalja med obema izvoroma mora biti majhna
v primerjavi s karakteristicno valovno dolzino zvoka.

V tem primeru lahko re¢emo, da primarni izvor hrupa ,,poganja” sekundarni izvor. Primarni in
sekundarni izvor sta nekakSen zaprt resonancni krog, tako da se skoraj ni¢ zvoCne energije ne razsirja
v okolico. V nasprotnem primeru, ¢e sta oba izvora v fazi, pa je amplituda zvocnega valovanja, ki se
razsirja v okolico, dvakratna in skupna moc¢ se poveca za faktor Stiri. Moc¢ enega in drugega izvora se
torej poveca za faktor 2 v primerjavi z mocjo, ki jo imata izvora, kadar sta vsaksebi.

Primer 4.15: Viak je sestavijen iz lokomotive in dvajsetih vagonov. Doloci raven zvocnega tlaka na
mestu poslusalca, katerega pravokotna oddaljenost od ravne Zelezniske proge je d = 100m. Za racun
vzamemo, da so lokomotiva in vagoni nekoherentni tockasti izvori krogelnega valovanja, ki so med seboj

3
razmaknjeni za a = 19m. Zvocéna moc¢ vsakega od vagonov je Py = Py (;’—0) , kjer je Py = 8,8 W in

vo = 20m/s. Zvocna moc¢ lokomotive je P;, = Py + 20 W. Raven zvocnega tlaka dolocite za te hitrosti
viaka: v = 60km/h, 70km/h, --- 110 km/h, pri cemer upostevajte P, = 20 - 1075 Pa, gostota
zraka pri 20 °C je 1,204 kg/m?® in hitrost zvoka je ¢ = 343 m/s.

Resitev: Koordinatni sistem izberimo tako, da je os y vzdolz ZelezniSke proge in je posluSalec na osi x na razdalji d

od koordinatnega izhodis¢a (slika 4.8). Za toCkaste izvore velja, da je zvocna jakost na oddaljenosti 7, ki je
velika v primerjavi z valovno dolzino, enaka

_ P
T Aqe2

<
I
N
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kjer je P mo¢ izvora, za katero vzamemo, da je stalna. Tako imamo
55:2255:832252 (4.82)
— ' Am e}

P; > Py, Pp, r; je oddaljenost i-tega zvocnega izvora od poslusalca. Ker izvori ne mirujejo, je treba
upostevati tudi Cas, ki ga zvocno valovanje potrebuje, da pride do poslusalca. Zvok, ki ga poslusalec slisi v
trenutku ¢, je zapustil razlicne izvore v razli¢nih trenutkih ¢; < ¢, za katere velja

ri(t;)

—t—t. (4.83)
C

sprejemnik
zvoka

v

Slika 4.22: Raven zvocnega tlaka, ki ga ustvarja vlak (lokomotiva L, sive pike oznacujejo srediSca
vagonov), ki pelje s stalno hitrostjo v vzdolz osi y

. . . . . .. v )4 v v .
Koordinato y i-tega izvora v trenutku ¢, izrazimo na naslednji nac¢in. Ce ozna¢imo zacetno lego lokomotive
Z Yo, iImamo

’ ’

yi(t;) =yro+vt, —ia=yro+vt—ov(t—1t,)—ia=y, —ia—v(t—1t;),

kjer je yr, = yro +vt lega lokomotive v trenutku ¢. Ker je hitrost svetlobe v zraku zelo velika (3 - 108 m/s),
je to lega, v kateri vidimo lokomotivo, ko zasli§imo zvok. Nadalje sledi

/

rf(ti) = yf(t;) +d% = (yr — ia)2 +d% 402 At? —2v(yL —ia)At; , (4.84)

kjer smo oznacili t — t; = At;. Ce kvadriramo enacbo (4.83), dobimo kvadratno enac¢bo za neznanko At;,
in sicer
(¢ —v*)AE +2v (y, —ia)At; — [(yr —ia)* +d*] =0.
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Resitev zgornje enacbe, ki zados¢a pogoju At; > 0, je

\/(yL—ia)2+d2 (1-%)-2(yL—ia)

v2

c2

CAfZi =

(4.85)

. . 2 .. . — . ” _ .
Ker je kvocient (%) pri izbranih vrednostih hitrosti vlaka kve¢jemu enak 8 - 1073, ga smemo zanemariti v
izrazu (4.85). Tako imamo

cAt; = \/(yp —ia)? +d? — (%) (yp —ia) . (4.86)

Izraz (4.86) vstavimo v (4.84) in zanemarimo vse Clene, ki vsebujejo faktor Z na drugo ali vi§jo potenco,
kar nam da v
r2(t;) ~ [(yL —ia)® + d2] — QE (yr —ia)\/(yr —ia)2+d?. (4.87)

Raven zvocnega tlaka na mestu poslusalca v odvisnosti od lege lokomotive je tedaj enaka

P2
s - (7).

min

125
%1 a) 120{ b) —
90 115
110
_ 859 _ 1051
e / 2 100]
2 80 / ——110 km/h S
4 —— 100 km/h 4
757 90 km/h 90
70- T Skmt 851 600 km/h, (en. 4.88)
60 km/h 8071 ——600 km/h, vic = 0 (en. 4.89)
65 ; ; ; 75 , , ;
41000 -500 0 500 1000 -1000  -500 0 500 1000
y, (m) y, (m)

Slika 4.23: Raven zvoc¢nega tlaka na mestu poslusalca v odvisnosti od lege lokomotive 7, ob upostevanju
kon¢ne hitrosti zvoka (enacba 4.88, slika a). V limiti T — 0 (enacba 4.89) ne dobimo omembe vredne
razlike z grafom na sliki a, ker je pri obravnavanih hitrostih v/c < 0,09. Pri hitrih vlakih, ko so hitrosti
tudi 600 km/h (v/c = 0,5), pa je razlika ze o€itna (slika b).

Ko upostevamo (4.82) in (4.87), imamo

Py Pr d?
Lp(yr) = 10log [ ——=— | +10log{ ==
4’/Td2 P;)ncin PV (y%+d2)_2% YL y%+d2

20 d2
+> (
i=1

yr —ia)® +d* =22 (yL —ia)/(yr —ia)* + d?

} . (4.88)
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Ce v zadnjem izrazu vzamemo % — 0, dobimo

20

lim Lp(yz) = 10lo P +10log 4 22 {dQ ] +y [ i } (4.89)
1 = _— e - . .
’U/CHO P yL g 4,n-d2 P?nin g PV y% + d2 i=1 (yL - ia/)Q + d2

pc -

Rezultat je prikazan v graficni obliki na slikah 4.23a,b. Vzemimo, da imamo samo lokomotivo in nas
zanima, kje je lokomotiva v trenutku, ko slisimo najmoc¢nej$i zvok. Iz enacbe (4.83) sledi

)

TL(t
C

—t—t .

Zvok bo o&itno najmoénejsi tedaj, ko velja r1 (¢ ) = d, kar nam da

d Cov w(t—t) oyt
C—t t—>c— 7 == = tanf ,

kjer je 0 kot, ki ga veznica med poslusalcem in lokomotivo v trenutku ¢ oklepa s pravokotnico na zeleznisko
progo.
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